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HAUPTAUFSÄTZE 


Das ebene Problem des schlagenden Flügels. 
Von WALTER BIRNBAUM in Berlin. ') 


m Anschluß an meinen Aufsatz über die tragende Wirbelfläche?) der die wesentliche 

Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet, will ich darlegen, wie die dort ent- 

wickelten Methoden auch geeignet sind, die Luftkräfte für einen Flügel mit zeitlich 
veränderlicher Zirkulation zu erfassen. Speziell werde ich die Theorie eines nach Art 
eines Vogelflügels periodisch auf und ab schlagenden Triebflügels entwickeln. Ich 
werde zeigen, wie sich der Auftrieb und sein Moment als Funktion der Schlagbewegung 
ergibt, welcher Vortrieb sich erzielen läßt, und wie groß der Wirkungsgrad dieses Schlag- 
propellers ist, wenn man von der Luftreibung absieht. Zum Schluß werde ich einen 
interessanten Fall dynamischer Instabilität bei einem federnd aufgehängten Flügel be- 
handeln, eine Erscheinung, die durch Versuche in der Göttinger aerodynamischen Versuchs- 
anstalt bestätigt wurde. Herr Prof. Prandtl gab mir die Anleitung zu der vorliegenden 
Arbeit, und ich möchte nicht verfehlen, ihm auch an dieser Stelle meinen herzlichen 
Dank für die reichen Anregungen und die tatkräftige Beihilfe, die er mir jederzeit zuteil 
werden ließ, auszusprechen. 


1. Allgemeiner Ansatz. Die Rechnungen beziehen sich wieder auf das zwei- 
dimensionale Problem, d. h. auf den unendlich langen oder durch ebene Seitenwände 
begrenzten Flügel, oder auf einen Flügel mit so großem Seitenverhältnis, daß der Rand- 
einfluß zu vernachlässigen ist. Im übrigen gelten dieselben Voraussetzungen über Klein- 
heit der Lufikräfte, schwache Krümmung des Flügels usw., wie im ersten Aufsatze. Der 
Flügel erstrecke sich von 2 = — '/; bis = +-°/a, sodaß der Punkt =0 zum Druck- 
mittelpunkt eines ebenen Flügels mit festem Anstellwinkel wird. v, in Richtung der 
positiven X-Achse, sei die Luftgeschwindigkeit in der Ferne. Die positive Y- Achse weise 
nach unten. Mit „=7(x,t) bezeichne ich die nunmehr von der Zeit abhängige Dichte 
der tragenden Wirbel. Bei jeder zeitlichen Aenderung der Zirkulationsdichte werden 


I) Auszug aus der gleichnamigen Göttinger Dissertation 1922. Erhältlich in der Universitätsbibliothek 
u Göttingen und in der Staatsbibliothek zu Berlin. Referent: Prof. Prandt!l. 
2) Diese Zeitschrift 3, 1923, S. 290 bis 297. 
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sich freie Wirbel mit der Dichte &(x,t) von den tragenden Wirbeln ablösen und mit 
dem Luftstrome wegschwimmen. Auf Grund des Satzes von der Erhaltung der Zirkula- 
tion oder auch durch Integration der Eulerschen Differentialgleichung einmal längs 
der Druck- und einmal längs der Saugseite des Flügels (vergl. hierzu die ungekürzte 
Arbeit) findet man leicht, daß die Wirbel an jeder Stelle und zu jeder Zeit die folgende 


Kontinuitätsgleichung der Wirbeldichte erfüllen müssen '): 
Oy 08 de 0 (1 
trau tt,n ee Da ). 


Im allgemeinen wird man über y(x,t) passende Annahmen machen, sodaß aus der 


Ya, 
0) 


Gleichung & zu finden ist. Bezeichnen wir mit y (a, ), so ist ihr Integral: 


x 
/ 1 Re B o 
ee) — [r(&t+ ’)as EN ET I: © 
® ® 
o(r— evt) | 
wo @ eine durch Randbedingungen zu bestimmende, willkürliche Funktion ist. Hat man 3 


so © gefunden, so ergibt sich die induzierte Vertikalgeschwindigkeit in erster Näherung 
als Hauptwert des Integrals: 


4% * 
1 +8 

va: a er ee 
— 


:» ist nun Ähnlich wie früher mit der bewegten Flügelkontur in Beziehung zu setzen. 
Wird die Bewegung des Flügels durch den Wert der Ordinate an der Stelle x, also 
durch y = y(x,t) angegeben (durch diesen Ansatz ließe sich auch ein bewegter und 
sieh gleichzeitig deiormierender Flügel erfassen), so lautet die kinematische Grenz- 
bedingung: 

I3Y @ 

Eu: een. (4). 

ot Ir 
Das ist die Gleichung aus der Kontur und Bewegung des Flügels gewonnen werden, 
wenn y und damit © vorgegeben ist. Analog wie oben ist nämlich: 


T 
1 | Ex u r: 
y=,[w(&t+ —®) a5 EEE EEE 
de - vi) 
Wenn man bedenkt, daß die Relativgeschwindigkeit der Luft zur tragenden Wirbel- 
@) 
linie die Komponenten vo und w — ” hat, so ergeben sich wie früher die Luftkräfte für 


die Längeneinheit des Flügels: 


11), 11), 
K=o ofr Bi: (6a), M=o or ds . .(sb) 
17, -_)% E 
11), IN/g 
Oy a? r Iy a? 
a a Ye l mn u , — 
1% efr(ı „)a« e#- er|r ax en. a : ; 5 
'/s — a 


Das letzte Glied in W stellt, wie in meinem ersten Aufsatz, die Saugkraft an der 
Flüigelvorderkante dar, natürlich jetzt mit zeitlich veränderlichem Koeffizienten a der ersten 
Grundfunktion. 


2. Periodische Flügelbewegung. Von diesen allgemeinen Ausdrücken gehe ich 
nun dazu über, das spezielle Problem des schlagenden Flügels zu behandeln. Es ist zu 
erwarten, daß y in diesem Falle selbst bis auf einen konstanten Mittelwert periodisch sein 
wird. Ich bestimme also zunächst aus dem Ansatz 


yvynla)ert'=ype"t—yentrt , N 


1 


) Genaueres über die Ableitung dieser Gleichung findet man in einem Vortrae von Prandtl 
>[/eber Entstehune von Wirbeln in der idealen Flüssigkeit« auf der hydro-aerodynamischen Konferenz 
zu Innsbruck 1922 (Vorträge aus «dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, herausgegeben von 
Th, v. Kärmän und T, Levi-Civite, Berlin 1924) sowie in der zitierten Originalarbeit, 
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die freien Wirbel &; denn y, das allein in & eingeht, ist unabhängig von dem konstanten 


Mittelwert 7, sodaß dieser Ansatz allgemein genug ist. Dabei ist stillschweigend, wie in 
der Schwingungslehre üblich, von 7 der imaginäre Bestandteil zu nehmen. » ist die 


* » v ” * * .. ” ” * 
Kreisfrequenz der Schwingung, ® —=- eine dimensionslose Größe, die ich »reduzierte 
® 


Frequenz« nenne (v hat die Dimension einer Winkelgeschwindigkeit, denn es ist gleich 
der Fluggeschwindigkeit, gemessen an der halben Flügeltiefe als Längeneinheit). Be- 
zeichnet man als »Wellenlänge« A den Luftweg des Flügels nach einer vollen Periode, 
so ist 


v 2 ı 
) —»n =—— 
Ü a) 


Die weiteren Ergebnisse werden durch Reihenentwicklungen nach der reduzierten Frequenz ® 
gewonnen, welche die Form 


I Cmn 0” (log w)”, mn 

haben. Diese Reihen konvergieren nur gut für kleine » bis etwa ® — 0,1 entsprechend 
einer Wellenlänge von 30 Flügeltiefen oder mehr. Ich setze daher für die vorliegende 
Arbeit langsame, quasi-stationäre Schwingungen des Flügels voraus, womit natürlich nicht 
gesagt ist, daß die wirkliche Frequenz » nicht auch große Werte annehmen kann, wenn 
nar die Flügeltiefe klein genug ist. Rechne ich schließlich noch mit ® —:iw, so erhalten 
die Formeln wenigsten äußerlich reelle Koeffizienten, was für die Rechnung viele Vor- 
teile bietet. 

Ich nehme nun an, daß vor dem Flügel wirbelfreie parallele Strömung herrscht. 


Dann erhalte ich mit e = x — '/, für e und w, unter der Voraussetzung, daß der »Einschalt- 


vorgang« der Flügelbewegung schon abgelaufen, diese also stationär geworden ist, die 
Ausdrücke: 


== (; © <—1ı; 


—] 
w'(vt—r) x w’E f c _ er 
Eee = &ı = DD € yo ($) ds; - 1957 
a ie ee 
e=-9=WVe 33 Y ur? (8) ds; 21 \ 
1 
+1 
y 50 ve "ea (E,t) R 0 
ınw(x, 0) +1 =—ds+ (10). 
Ja 
—] 


Wie in meinem ersten PR bestimme ich Yo u aus den 3 ersten Grund- 
funktionen!) 


Yrr=aAYyoatbdbyop + € Yo:, 
wo jetzt a,b,c komplexe Zahlen sind. Es ist dann auch 

ww, w —AWa+d won + € Woe: 
Die Integrale (9) und (10) lassen sich nicht durch elementare Funktionen auswerten. 
Das letzte Integral (10) führt insbesondere auf einen Integrallogarithmus. Die Euler- 
sche Konstante C, die infolgedessen auftritt, kommt stets in Verbindung mit log 2 vor, 
sodaß ich als transzendente Zahl 

Z= log 2 — C — 0,11593 
für die vorliegende Arbeit besonders einführen will. Berücksichtigt man dies, so erhält 
man die » in der Form 
Woa = Roy + Cı 0’ + 0’ log 0’ + 0; 0? + &, 0? log w' + 5 0?’ + ; m’log w' (11) 

und entsprechende Ausdrücke mit ß,; und 7; gelten für «0, und wo... Die Koeffizienten 
, Pi, 7: sind Polynome in x, deren Koeffizienten linear und rational in Z sind (über ihre 


1 —x 
), Es ist Yoa _y ‚ Yod= Yı — a7, Fe 2 _ 
1 


+ x 
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Das Auftreten von log » zeigt im übrigen, daß 


eine Behandlung der Aufgabe mit einer tragenden Linie an Stelle der tragenden Fläche 
versagen muß, da dem Uebergang zur tragenden Linie ein Uebergang zu ®=—=0 ent- 





1 


spricht (®© wächst beliebig bei abnehmender Flügel- 
tiefe). Deshalb ist die hier vorgebrachte Theorie 

des schlagenden Flügels die einfachst mögliche. 
Es handelt sich nun, unter Umgehung des 
Integrals für y, darum, die Flügelbewegung in ge- 
eigneter Weise festzulegen und mit dem Ansatz 
1,5 a für y in Einklang zu bringen. Da die Methoden 
der tragenden Wirbelfläche linear sind, und da eine 
Deformationsschwingung nicht berücksichtigt werden 
möge, so kann man von der Gestalt und dem 
mittleren Anstellwinkel des Flügels absehen. Es ge- 
nügt dann nämlich, die Schwingungen eines ebenen 
Flügels mit dem mittleren Anstellwinkel 0 zu be- 


| 5 Yy rechnen und diese dem beliebig gegebenen Profil 

| als kleine, zeitliche Schwankungen der Profilsehne 

Abb. 1 linear zu überlagern. Bei den nach Voraussetzung 

Klastische Aufhängung eines Joukowsky- kleinen Amplituden darf man die Schwankung der 
Profils mit ebenem »Rückgrat: 


Abszisse eines Flügelpunktes als klein von höherer 
Ordnung außer acht lassen, und hat dann, als all- 


gemeinste noch mögliche Bewegung (vergl. Abb. 1) 


EEE 7 RE ra 


p und @ sind als Fourierreihen nach ®v zu entwickeln, von denen ich nur das erste 
(Glied beibehalte: 


BF mn 2:7 20 SE EEE GE y ©) ° 


Oberschwingungen wären wieder linear zu überlagern. Auch von Schwaukungen in der 
Flugrichtung die durch periodische Schwankungen von v zu erfassen wären, soll ab- 
gesehen werden. 

Die Größen A und B will ich als komplexe Schlag- bezw. Drehamplitude be- 


zeichnen, denn (13) entsteht durch Kombination der speziellen Translations- und Rotations- 
schwingungen 


A= 


,B=0 ..cd(e) und A=0,B=1 .. 6). 


ys und alle damit linear verbundenen Größen werden also linear und homogen in A un B 
sein. Zur Vereinfachung der Rechnung kann ich also die Fälle («) und (?) je für sich 
rechnen und hinterher linear kombinieren, z. B. 


a—= Aadu—+ Bas usw. 


Die komplexen Zirkulationskoeffizienten finde ich nun aus der Gl. (4) wie folgt: Ich 
setze a,b, c in Form der Reihen 


a—= + ad ® + az @' log w -+ a; 0'?+ a, w?log w' + a; W? log’ w' 


b =-Db + ...; 


. 


+ % ©" + a; @'’ logo + ax wo’ log ’o' + a, m? log’w' +... 


| (14) 


C=60 ! 


an. Gl. (4) hat in unserem Falle die Form 


ww (ac, t) 


= (A0W +Bo'& + B)ver''— (awoa+b wor + wo.) ee”?! 


Das soll nun identisch in & und £ gelten. Fasse ich beide Seiten als Reihen nach 
no" (log w')” auf, so müssen deren Koeffizienten identisch sein. Unbekannte sind dabei 


die a,b, e. 
warten ist, 


nicht von höherem Grade in x sind. 


Jeder 


Koeffizient liefert eine Beziehung in &, von der zunächst nicht zu er- 


daß sie sich durch nur drei Freiwerte identisch erfüllen läßt. Es war beab- 
sichtigt, die Bedingung wenigstens an drei geeignet gewählten Stellen x&ı, X, &; zu erfüllen. 
Ueberraschenderweise zeigt sich nun, daß; diese Bedingungen gerade vom zweiten und 


Wenigstens ist das bis zu den Gliedern dritter 


Ordnung der Fall, und es ist nicht zu bezweifeln, daß es auch für die höheren Glieder 
so bleibt. Die Koeffizienten zweiten Grades in © bestimmen also mit ihren je drei Unter- 


koeffizienten je ein Wertetripel der a,b, c. 


In jedem neuen Vergleichskoeffizienten tritt 


dabei ein neues solches Wertetripel auf, so daß sich die dreißig angesetzten Unbekannten 
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aus linearen Beziehungen durch sukzessive Auswertung eindeutig finden lassen. Die 
Rechnung ergibt die folgenden Werte: 








a=2Bv, b =), 0 = 6, 
a =?2v[A+'hB(1 — 227), db =4Brı, a0, 
a —=?2%Brv, db, = (0, 0, 
dd = 20 I-- AZ-B (Z— zZ»). b; = ?2v (A . /g B), a; Bv, 
dı = 2 vv [A ! B (1 2)), b=c6= 0, N 4, 

as =2 Br, 

6 = 2v[4A Z?—- Bl, +! Z—- "5 Z°’+ Z3], ) 

a =2v0|-2AZ+B(h— Z+32Z°), 

a = 2v|A+ Bl! —327)], 

a =2Bv. 


Es sei hier noch kurz darauf hingewiesen, daß man Näherungswerte für die 
Zirkulationskoeffizienten auch erhält, wenn man die Wirkung der freien Wirbel außer 
acht läßt und elementar so rechnet, als ob der augenblickliche scheinbare Anstellwinkel 
jedes Flügelelements für seine Zirkulation maßgebend sei, nämlich der Winkel, den die 
Luftgeschwindigkeit v relativ zum bewegten Flügelelement mit dessen Richtung bildet. 
Da bei Drehschwingungen (B + 0) jedes Flügelelement eine andere Vertikalgeschwindig- 
keit hat, so sind die scheinbaren Anstellwinkel der Elemente alle verschieden, d.h. der 
als eben vorausgesetzte Flügel verhält sich so, als ob er eine scheinbare (dynamische) 
Krümmung hätte, die periodisch ist. Die einfache Rechnung (vergl. die Originalarbeit, 
Dritter Teil, Anfang des Abschnitts II) ergibt hiernach Zirkulationsbeiträge der beiden 
ersten Grundfunktionen, und zwar nur die folgenden Glieder: 

2 Bv, bo = 0, 
dı = 2 (A > lg Bb), b, =>2B V, 
also bis auf höhere Glieder und mit Rücksicht auf die Größenordnung von B (s. u.) eine 
eute Näherung. , 

Aus den Zirkulationskoeffizienten folgt nun leicht alles übrige. Die Größe ® hatte 
ich eingeführt, um leichter rechnen und auch komplexe ®', d.h. gedämpfte bezw. an- 
gefachte Schwingungen, berücksichtigen zu können. Für gedämpfte Schwingungen ver- 
lieren die Integrale (10) zwar ihren Sinn, denn es war vorausgesetzt, daß die Schwingung 
schon unendlich lange läuft, so daß hier unendlich große Amplituden vorausgegangen 
sein müßten. Die erhaltenen Formeln können aber wohl als Näherungen beibehalten 
werden, vorbehaltlich einer Korrektur für den Anlaufvorgang. Für die nun folgende 
Betrachtung der stationären Schwingungen rechne ich der pbysikalischen Anschauung 
wegen mit der reellen Frequenz ® weiter. 

Auftrieb und Moment sind rein periodische Größen, d.h. ihr zeitlicher Mittelwert 
ist 0. Trotzdem sind ihre Amplitude und ihr Phasenwinkel von Interesse. Nach 
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Formel (6) ist: 
K=ov’n (Ak, + Bka) e®’t = ov?’n(Akcı+ Ck,) wet \ Ei 
oev’nw(Aku + Cky) ee! | h a 

M = oev’n (Am. + Bm;) e®w?' = gv’n (Ama + Om.) eiwr! \ Sie N 

7 


m © v’rao (A ma —+ Cm.,) eiwet 
Dabei ist: 


B=(Co; ky = ok); my = om; ku= ok; Mı = WMa; ka = ky; ma = 








my. 

Hier habe ich als neue Dreh-Amplitude die Größe C eingeführt. Das geschah deshalb, 
weil B bei gewöhnlichen Schlagbewegungen von der Größenordnung ® A ist, wie eine 
leichte Ueberlegung zeigt. Nun ist ® nach Voraussetzung klein, also werden A und C 
von gleicher Größenordnung sein, sodaß es für die Praxis bequemer ist, mit €’ zu rechnen, 
statt mit B. Die dritte Form der Luftkräfte gestattet, diese für Fälle gleicher Schlag- 
geschwindigkeit Ai w e'®?' in einfacher Weise zu vergleichen, wobei die gröbste Näherungs- 
theorie konstante Beiwerte ka — 2, ky = 2 liefern würde. Die Beiwerte k und m sind 


komplexe Zahlen, deren Bestandteile durch die folgenden Reihenentwicklungen gegeben 
sind. Dabei ist bemerkenswert, daß die Reihen für m endlich sind. 


er 2 nen Frage Swen 
= 2 a 


wi kn = er 
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I) Die Dimensionen aller Größen sind durch die Wahl der Flügeltiefe als Längeneinheit beein- 
Hußt Kin Aufsatz des Verf. in der Zeitschr. f. Motorluftschiffahrt über denselben Gegenstand ist vom 
Standpunkt der Aehnlichkeitsmechanik einwandfrei angeardnet worden. 
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= m +m"; oo, Bß, 
nZo°’+2nro®logw-+... 
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(16); 


(17); 


(18); 
(19). 


wie in der Wechselstromtechnik üblich durch die Anfangs- 


lage rotierend gedachter »Zeitvektoren« in der komplexen Zahlenebene darzustellen, und 


aus ihnen 


mit den Parametern A und 
C, von denen ohne Beeinträchtigung 
der Allgemeinheit A reell gesetzt wer- 
den darf, die Amplitudenbeiwerte k 
— Aka + Chy und entsprechend m 
nach Größe und Phase in bekannter 
Weise linear zusammenzusetzen. Das 
Diagramm (Abb. 2 und 3) zeigt die 
Kurven der Endpunkte der Vektoren 
k und m als Funktionen des Para- 
meters ©. In der Darstellung der 
Kurven für k und m, 
phische Auswertung 
Werte liefern würde, sind zum Ver- 
gleich der Konvergenz der Reihen die 
Kurven der verschiedenen Näherungen 


die für die gra- 
die genauesten 








nebeneinander eingezeichnet. Von be- 
sonderem Interesse ist der Fall, bei 
dem der Flügel, ohne wesentliche 
Luftkräfte zu erfahren, über eine 
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Abb. 2 


Vektorielle Auftriebs- und Momentbeiwerte 
für gleiche Schlagamplituden. 
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Abb. 3 


Auftriebs- und Momentbeiwerte für gleiche Schlaggeschwindigkeit. 
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wellenförmige Stromlinienbahn gleitet, indem er sich dieser nach Möglichkeit anschmiegt. 
Dem entspricht der Parameter C = — A, der in der Tat kleine Luftkräfte von zweiter 
Ordnung in ® ergibt, nämlich 

1 


1 
—: k=20°’-+... 
A ' A 


1 


-K u (1/, —2Z)o’+.... 


9 ’ N 
m’ — 1, w?, m’ —= °/; 0°, 


3. Der induzierte Widerstand. Der induzierte Widerstand ist nicht mehr 
linear in der Zirkulation, sodaß die komplexe Methode nicht ohne neue Festsetzungen 
beibehalten werden könnte. Sie bietet keine Vereinfachungen mehr und es empfiehlt 
sich, von hier ab mit dem imaginären Bestandteil aller Größen reell weiter zu rechnen. 
Führe ich die Rechnung nach (7) aus so nimmt W die Form an 

W= W + Wi sin (wvt +91) + Wa sin (2 ®vt-+ 93). 

Hier ist Wı nur dann von O0 verschieden, wenn die Schwingung einem von 0 ver- 
schiedenen, konstanten Anstellwinkel überlagert wird. W ist in » klein von zweiter 
Ordnung. Die rein periodischen Glieder sind also kaum von Bedeutung, wohl aber der 
von 0 verschiedene, zeitliche Mittelwert W,. Ich berechne nur diesen und schreibe dafür 
der Einfachheit wegen wieder W. Ich setze A= A'+iA4", B=B +iB, C=('+i0" 
und kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit A’— 0 annehmen. Dann wird W eine 
quadratische Form in A’—= A, B', B’ bezw. A, C', C”, und zwar zeigt eine einfache Ueber- 
leeung, daß die Koeffizienten von B’” und B"? bezw. C’’ und C”? gleich und der von 
B' - B’ bezw. 0’-C” = 0 ist. Also wird 


W= ov?’n {4A?w.a +2 AB war + 2 AB" waß” + (B'? + B"?) was} (20) 
“ r : j f i “u 20). 
= 9ov'n {4° Waa + 2 A ig way + 2 AC' Way + (0"? +C 2) wyy 
Die ıw,. sind wieder Reihen nach ®” - (wlog »)"“ und baben bis auf höhere Glieder die 
Werte 


1 : e 
we Ur = — \ı (8 — 2Z)w? — 1, m*log m 
19) 
gt ww 4, 
+,8-22)0’+ w’logo+... 
Woß' = wg = — !"ho + !ı nr 0? — (ls n?— 1 Z?+ 13 Z) 0 (21). 
m) 
+ 'h(1—2Z) o’logo — 1, w’log?o +... 
1 7ı g . 2 vr r a 
wa = z Wıy _—— 2 0 — lg (n? + 1) 0° —+ z (3 223 —4 ws Z) ? 
ww“ Y s 
7t ’ gt 
2“ „ +27) o’log o — : olog?w-+... 





J 


IV kann je nach Wahl der Parameter positiv oder negativ sein. Je nach der Bewegungsart 
haben wir also mit Widerstand oder Vortrieb zu rechnen. Die Diskussion im einzelnen 
verschiebe ich bis nach Berechnung der Leistung und des Wirkungsgrades. Der schon 
genannte Fall des Gleitens über eine wellenförmige Strömung, entsprechend (’ = 0, 
("= —A, gibt 
W= 4A’gv?’n|— o'logo — (Is — Z) ot] > 0. 

Die getroffene Wahl der Parameter entspricht also noch nicht ganz genau dem Falle W= 0, 
für den eine kleine Korrektur anzubringen wäre. 


4. Arbeitsleistung am Flügel. In den freien Wirbeln hinter dem Flügel bleibt 
Energie zurück, die durch mechanische Arbeitsleistung am Flugzeug aufgebracht werden 
muß. Das kann auf zweierlei Art geschehen. Die Schlagbewegung kann wie erwähnt 
Vortrieb oder Rücktrieb ergeben. In diesem Falle ist zur Aufrechterhaltung des Bewegungs- 


gleichgewichts ein Propeller nötig, der den Rücktrieb und alle sonstigen Fahrtwiderstände 


überwindet. Ein solcher ist in jenem Falle auch dann noch nötig, wenn die Fahrtwider- 
stände größer sind als der erzeugte Vortrieb. Erst wenn der Vortrieb die Fahrtwiderstände 
erreicht oder übertrifit, ist gleichförmiger, bezw. beschleunigter Flug allein mit Hilfe des 
Schlagflügelpropellers möglich. Was die Arbeitsleistung am Flügel selbst betrifit, so ver- 
zehrt die Flügelbewegung natürlich Energie, wenn Vortrieb vorhanden ist und ich kann 
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dann als aerodvnamischen Wirkungsgrad des Schlagflügels das Verhältnis aus Vortriebs- 
leistung — L.—= — W.v zur gesamten, am Flügel aufzuwendenden, mechanischen Leistung Z, 
bezeichnen. Im Falle des Rücktriebes sind noch zwei Möglichkeiten vorhanden. Einmal 
kann die Schlagbewegung noch Arbeit erfordern. Der oben definierte Wirkungsgrad 
wird dann negativ, und zwar beliebig groß, wenn die Flügelleistung ZL, immer kleiner 
wird. Zweitens kann auch der Fall eintreten, daß Z, negativ wird, d.h. der Flügel er- 
hält dann Energie aus der Luft (indirekt vom Propeller) zugeführt, und kann diese zur 
Ueberwindung der Widerstände im Schwingungsmechanismus verwenden oder sie in der 
Schwingung selbst aufspeichern, d. h. seine Amplituden vergrößern. Außer dieser »Inkrement- 
leistung« hat der Propeller in diesem Falle natürlich auch noch die Energie der freien 
Wirbel zu liefern, sodaß man als Wirkungsgrad in bezug auf die Leistungsaufnahme des 
Flügels den Quotienten aus — L, und der gesamten Propellerleistung definieren kann. 
Das ist dann genau der reziproke Wert des oben definierten Wirkungsgrades, der in 
diesem Falle als Quotient zweier negativer Zahlen zwar positiv, aber größer als 1 wird, 
also seinen physikalischen Smn verliert. ZL; zerfällt in zwei Teile. Es ist 

)y 


=p + gx= 20V (A + B 2) ei w ot 
t 


( 


Damit wird 4, = K-p die »Schlagleistung« und ZL, = M- m die Leistung gegen die Dreh 

schwingung, also ist die Flügelleistung /,= L,+L,.. Mit 4.= W-v bezeichne ich die 

Leistung gegen den Widerstand. In der Luft bleibt dann im ganzen W=L,+L, 

—=/,+L, + L. zurück. Von sämtlichen ZL, gebe ich wieder nur die zeitlichen Mittel- 
werte an, für die ich quadratische Formen desselben Typs erhalte, wie für W: 

L=ov’n{4’loa+2APBl +2 AB’lop + (B?+ Bil | 5 

= ov’niA?la +2 Ally +2 ACC" har + (EC? + C"9 li \ 

L,, hat endliche Reihen und ist i. a. klein gegen Z/.. Im einzelnen sind die Beiwerte: 
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/;, kann als Energie des Wirbelschwanzes natürlich nie negativ werden, muß also eine 
in den Amplituden positiv-definite quadratische Form sein. Daß in der angeschriebenen 
Form /, auch kleiner negativer Werte fähig ist, liegt an der Vernachlässigung höherer 
Glieder der Reihenentwicklung. Was man in diesem 
Falle erhält, ist also nur der zufällig negative ee 2 
Fehler der nahezu verschwindenden Wirbelleistung. A TE OT Se 0 a Ai I 
Da bei Verwendung von ( alle Beiwerte den Faktor wu u 
©° enthalten, so ist dieser bei der graphischen | Fe a u id 
Auftragung gekürzt worden, was wieder der Lei- 3 | 3 F-1 
stangsdarstellung bei konstanter Schlaggeschwindig- 
keit entspricht (Abb. 4). Die Kurven zeigen, daß | 
die wesentlichen Glieder stets von der Schlagampli- | 
tude A herrühren, event. in Verbindung dieser mit | 
der Drebamplitude, und daß die entsprechenden | 
Beiwerte etwas langsamer anwachsen als »?, Unter | 
Drehschwingung wurde oben zunächst eine solche | | F 

| 

| 

| 

















um die z-Achse verstanden. Allgemeiner ist jede 
Schwipgung, bei der A und C reelles Verhältnis 

haben, eine Drehschwingung um die feste Achse 

mit der Abszisse a, wo dann A=— am ist. Es 05. 
zeigt sich, daß für nicht zu große Werte von aw, | | >} 
d.h. für Achsen, die in nicht zu großer Ferne liegen, | FF |..J.) 7 
W und Z stets positiv sind, d. h, es ist nicht | | Lop“ 
möglich, durch Drehschwingungen um feste Achsen | RER En 
Vortrieb oder Leistungsaufnahme zu erhalten. Zur PT | 0 | Ge | Gm | a 
Vortrieberzeugung ist stets eine von 0 verschiedene 

Schlagamplitude, zur Leistungsauinahme außer dieser Abb. 4 

eine um rd. 90° nacheilende Drebschwingung er- Leistunes- und Widerstandsbeiwerte 
forderlich. Reine Schlagschwingung ohne Drehung für gleiche Schlaggeschwindigkeit. 
erzeugt auch bereits Vortrieb, der sich in gröbster 1) w?lyaa; 2) way; 3) w? lyay" 
Näherung ähnlich wie beim sogenannten Knoller Murlyy; 5)w"’waa; 6) w?way' 
Betz-Effekt (wenn man mit der y-Achse als »lPolare« )o"way; $)wwry; 

im ebenen Problem rechnet) zu 











W A’ov’no’ ergibt. 

Einen guten Einblick in den Verlauf von Widerstand und Leistung gewinnt man, 
wenn man bei festem Absolutwert des Amplitudenverhältnisses U: A ==c nur den Phasen 
winkel g zwischen beiden Schwingungskomponenten verändert, wo dann (= Al = 
Acc cosg, CO" = Ac' = Arc sing zu setzen ist. Es zeigt sich, daß IV ein Minimum, d.h. 
der Vortrieb ein Maximum wird, wenn die Drehung um etwas mehr als 90° voreilt, näm- 

wi, y 


lich um 9 =arctg . Auch phvsikalisch ist plausibel, daß der Vortrieb gerade dann 


’ 
Wi; 4 


große Werte annehmen wird, wenn die Phase um rd. 150° gegenüber der bei luitkraft- 
freiem Gleiten über die Wellenbahn vorhandenen Phase verschoben ist. Für jedes r 
gibt es ein » und umgekehrt, bei dem das Vortriebsmaximum ein absolutes ist. Es 


ist dann Warn‘ € Way! A 
br (®) zZ , © (w) =— om , Wie A’ov?narWain 
Wyy wy T 
7 ‘ 
way + way” 1 l < 1 ri . 
U'min = Wan = - 0) en re SE ee EG zn?) 0° 
w.,y an 2n° 2? 
i 


L wird ein Minimum und verschwindet bei geeigenetem ® bis auf Glieder fünfter Ord- 
nung bei einem Nacheilen der Drehung um etwas mehr als 90°. Die Flügelleistung Z, 
schließlich wird ein Minimum, d. h. die absorbierte Leistung ein Maximum, wenn die 
Uyayt' ’ 

—. Auch dieses 
fa’ 


Maximum wird absolut, wenn zwischen ce und w die folgende Bedingung erfüllt ist: 


Drehung um etwas weniger als 90° nacheilt, nämlich bei g =arctg 


ly. : &i Ir. m7 “ 2 
c' (w) —— — Äh et () u mm #7 L,min .. A’ov’rl,uin 
ljay'” + ls. yur Tr 
l, min = l; BR 7 n — — | + = Go) 4 
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Übrigens wird Z überhaupt nur dann negativ, wenn ce, > 1 ist. 
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Der Wirkungsgrad 


ut Er ER u 

"2 L; Ly' n >» Is <oO gilt 
ist der (Juotient zweier quadratischer Formen und mannigfacher Werte fähig. Er wird 
im allgemeinen für kleine oder ganz versehwindende Schlagamplituden negativ und mit 
® > 0 beliebig groß. Dasselbe gilt bei Drehungen um eine feste, nicht zu ferne Achse. 
Ist aber A #0 und auch lim A #0, so geht 7 zur Grenze I bei © —>0. 

w—U 

Durch eine gleich- oder gegenphasige Drehkomponente (c’ = 0) wird 7 gegenüber 

ce= 0 stets verschlechtert und dasselbe gilt bei € = 0, c” >0. Dagegen wird bei 
e=1(, ı=c"<0 der Wirkungsgrad verbessert, wie aus dem Diagramm (Abb. 5) er- 
sichtlich ist. Für € = 0, ce" = — I wird 7 identisch 1 und für C = 0, € <-—.1 ergibt 
sich Leistungsaufnahme. Auch für den Wirkungsgrad ist die Darstellung bei festem « 
in Abhängigkeit von g als gebrochene einwellig-harmonische Funktion sehr anschaulich. 
Man erkennt aus Abb. 6 deutlich, bei welchen Phasenwinkeln der Uebergang von Lei- 
stungsabgabe in Leistungsaufnahme stattfindet. Die wichtigsten der aus den Reihenent- 
wicklungen gefundenen Beiwerte sind in der Zahlentafel niedergelegt. 


5. Anwendung auf das Flattern elastisch befestigter Flügel. Eine praktische 
Anwendung der abgeleiteten Gesetze ergab sich in der Untersuchung einer Erscheinung, 
die unsere Flieger im letzten Kriege beobachtet haben. Bei den sogenannten 1'/»-Deckern 
war der untere Flügel nur an einem einzigen Holme befestigt, also gegenüber kleinen 
Ausbiegungen und Drehungen nur schwach gefedert. Bei erhöhter Fluggeschwindigkeit, 
z. B. bei steilen Sturzflügen, trat dann mitunter ein lebhaftes Flattern der unteren Flügel- 
spitzen ein, die im verstärkten Luftstrome olienbar instabile Schwingungen machten. 
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Solche sind natürlich nur bei Energiezufuhr zu dem schwingenden System möglich, und 
diese tritt nach meinen Untersuchungen ein, wenn der Drehamplitudenvektor um etwa 
90° nacheilt und wenn die Drehamplitude selbst groß genug ist (es muß nämlich (| > A 
sein). Man denke wieder an das fast luftkraftfreie Gleiten des Flügels über eine Wellen- 
bahn, bei dem die Relativgeschwindigkeit der Luft zu den Flügelelementen keine Verti- 
kalkomponente hat. Ist die Drehamplitude kleiner, als diesem Falle entspricht, so wird 
die Bewegung durch die ihr entgegenwirkende Luftkraft gedämpft. Ist die Drehampli- 
tude dagegen größer als im genannten Falle, schaufelt der Flügel also tiefer in die Luft 
ein, so wirkt die Luftkraft immer im Sinne der Bewegung und diese wird angefacht. 

Ich betrachte also einen Flügel, der auf Holmen gelagert ist, und zwar federnd 
gegen Translation in der y-Richtung und gegen Verdrehung. Um an meine bisherigen 
Formeln anschließen zu können, führe ich die Direktionskräite pro Längeneinheit in der 
z-Richtung ein, rechne also so, als ob diese stetig über die Länge des Flügels verteilt 
wären, eine Annahme, die zu keinen Widersprüchen führt, wenn der Flügel an sich, ab 
gesehen von seiner Lagerung, hinreichend steif is. Da ich von Ausbiegungen in der 
Flugrichtung absehe, so läßt sich zeigen, daß ein auf Holmen gelagerter Flügel immer 
nur drei wesentliche Elastizitätsparameter hat, entsprechend den drei Konstanten der in 
p und p quadratischen Formänderungsarbeit (vergl. Abb. 1 bezw. die Originalarbeit). Er 
läßt sich also in bezug auf seine elastischen Eigenschaften stets ersetzen durch einen 
Flügel, der nur auf einem Holm (der »elastischen Achse«) mit der Abszisse a gelagert 
ist, gefedert gegen Translation mit der Direktionskraft e und gegen Drehung mit dem Di 
rektionsmoment y, wie dies schematisch in Abb. 1 angedeutet ist. Die Resultierende der 
elastischen Kräfte und ihr Moment im Ursprung sind dann: 


K=-—-c(p+ag),, M=—cap- (ca?-+7)Y. 
Ist s die Abszisse der Schwerpunktsachse (Punkt 8, Abb. 1), so haben mit der 


Masse m pro Längeneinheit und dem entsprechenden Trägheitsmoment 9 = mr” für die 
Schwerpunktsachse, der Impuls und sein Moment im Ursprung die Werte: 


G=m (p +8 q ), U = msp + (ms? + 9) — msp +m(s’+ ’)q. 


Die Bewegungsgleichungen des Flügels lauten dann: 


Ba. U=M. 


Bei K und M sind noch die Luftkräfte hinzuzufügen. Setze ich wie früher 


wnt 


p= 4e s p Be” s 
und beachte ich, daß die Luftkräfte auf den Flügel entgegengesetzt wirken, wie die oben 
berechneten Kräfte des Flügels auf die Luft, so wird 


— — eo"! A+caB-+ ov’an(Aka+ Bk;)}, 
M= —e” ’'tecaA+(ca?+y) B+ ov?n (Aua + Bu3)}. 
Zur Abkürzung führe ich noch die folgenden Bezeichnungen ein: 
ei ENG Lg? 
m ” Bons. ar da 


Damit ergeben sich endlich als Schwingungsgleichungen: 
A (o'? + 09” -H Dok,.) —- B (s o? + a 90° — 00K,) zus U, 
A (so? + a@o? + @0m,) + B ((r? + s?) + (a? + 9°) 0? + 00 m.) —=0. (29). 


Nullsetzen der Determinante liefert die Gleichung für die Frequenzen ® — — io. 
Sehe ich zunächst einmal von den Luftkräften ab (dazu ist 0, = 0 zu setzen), so ergeben 
sich zwei Hauptschwingungen als Folge der Koppelung der Schwingung des Schwer- 
punktes mit der Frequenz ®», und der Schwingung um den Schwerpunkt mit der Frequenz 


% &. Mit 6=(s— a)?-++r?+g? ist nämlich 


r 


’ 2 0° ” — 
og’ =— 012? = =, (Ö + VÖ: —4 a’r?) 
Zr” 
En ae . 
A __:@H Vo 4g'r)— 2ar BR 2 
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yı = Bı (x — a,)e ‚ k=1, 


IV 




































IHR Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 4 


Die lHauptschwingungen sind also Drehschwingungen um feste Achsen in den Ab- 
ständen aı, a. Die Größe s—a bildet ein Maß für die Koppelung. Im allgemeinen 
bilden sich Schwebungen aus beiden Hauptschwingungen aus. Schreibe ich diese in 
der Form 
a8 0, + 09% =20 

1 g—=2Ee<<m, 
so kann man die Bewegung als eine gewöhnliche Schwingung mit nach Größe und Phase 
langsam veränderlichem Amplitudenverhältnis auffassen. Dabei tritt natürlich auch perio- 
disch wiederkebrend der Phasenwinkel auf, der im Luftstrome der Leistungsaufnahme 
entspricht. Sollen nun die Luftkräfte der Änderung dieses Phasenwinkels entgegenwirken, 
entsprechend dauernder Energiezufuhr, so läßt sich zeigen, daß der Fall geringer Koppe- 
lung (s — a klein) bei abgestimmten oder nahezu abgestimmten Frequenzen des unge- 
koppelten Systems für diese Erscheinung die beste Voraussetzung ist. Ohne Koppelung 
(s = a) würde überhaupt keine instabile Schwingung möglich sein, das sei aus den Re- 
sultaten der nun folgenden Rechnung mit Berücksichtigung der Luftkräfte vorweg- 
genommen. 
| Die in der Schwingungsdeterminante vorkommenden Luftkraftbeiwerte sind selbst 
Funktionen der Frequenz ®, die sich nicht durch einfache analytische Ausdrücke angeben 
lassen, so daß die Wurzeln der Schwingungsdeterminante nicht in einfacher Weise er- 
halten werden können. Da ihre Existenz indessen durch den physikalischen Sinn des 
Problems gesichert ist, so ist es erlaubt, an Stelle der Beiwerte k und m die ersten Glieder 
ihrer Reihenentwicklungen in die Gleichung einzuführen, zumal der auftretende Faktor o, 
i. a. eine kleine Zahl ist; denn es hat Sinn, die Reihe für cosx abzubrechen, um aus 
dem erhaltenen Polynom z. B. die erste Nullstelle dieser Funktion angenähert zu finden, 
während dasselbe Verfahren bei e” keinen Sinn hat, da eben von dieser Funktion keine 
Nullstellen im Endlichen existieren. 

Die Schwingungsdeterminante erhält die folgende Form: 


y-l-aBe'— uBe '""+x[Bıe'’' + Be ""Ie 


rot +80°0°? + Q’ao! + 90”? [(r?—+ 5?) k, — sk; — sm, + ms] 

+ 00 00°? [(a? + 9?) ka — akz — am, + ma] + 00° (kamy — kam.) = 0 (31). 
Die gröbste Näherung ergibt die Rechnung, welche nach Art der Theorie des 
Knoller-Betz-Eifektes den augenblicklichen scheinbaren AÄnstellwinkel und die scheinbare 
(dvnamische) Krümmung des Flügels der Bestimmung der Auftrieb- und Momentbeiwerte 
zugrunde legt. Schon damit ergeben sich in gewissen Fällen komplexe Wurzeln ®’' mit 
positivem Realteil, die ein »Inkrement« der Schwingungen ergeben, also dvnamiseher 
Instabilität entsprechen. Auf diese Näherung will ich hier nicht weiter eingehen. Auch 
von dem Fall der gröbsten Instabilität will ich, weil er trivial ist, nur kurz Erwähnung 
tun. Er tritt ein, wenn die elastische Achse so weit hinten liegt, daß bei der geringsten 
Entfernung des Flügels aus der Grleichgewichtslage der Luftstrom den Apparat einfach 
aperiodisch nach hinten umkippt. Das tritt stets ein, sobald a positiv und die Luftge- 

: e ET 2 go“ z A 

schwindigkeit groß genug ist, nämlich bei « > 7 -- oder v’ > } 
209 zoTa 
Behalte ich nun von %k und ;n alle Glieder bis zur zweiten Ordnung in ®' bei, so 

wird die Periodengleichung des Flügels: 


bei a>0. 


» ’ ’ ' 9 j a >; ’ 3 ’ 
(wo) = ©" + © a*tlogw + m ' a log’o' + b, m * + bu wo’ logo 
D) ) ' Ir 2 i ’ a 
+ 600? + co @'" logo’ + © w"log”w' + d, w' + d,' @' log m + e&, = 0 (32) 


mit den Koeffizenten: 
n—=r ++ ol + 'hZ—- Z)>0. 


= Ol + Ro (k—Z)>0, co = 00? (Ö + Q09) — 2008 + 0’, 
dı 9 0p A >%, o= @0°(g°? 089? — 10 a). 
a = %|[2(r? +5) — 251 —2Z)- al —2Z, "= —n(l?2s +0), &b = —Hl?s— 0): 
co = 2%? [a + —alı —22)]. o = = — 200008,°. 
do —-(s— a’ +r’+Q?>0, u—=1+2(r?+s)—s(3 — 2Z)>0. 
.=1+2(a’ +g°)—a(3 2Z) >D. 


€ 


| 


r?+s)(1 —2Z) —-s(1 -—22+2Z)+ 7 >0. 
= (?+aN)(L —2Z)-al -—22+2Z)+%>0. 
Z = 0,11593 
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6. Numerische Auswertuug. Die Gleichung läßt sich natürlich nur näherungs- 
weise auflösen. Zu dem Zwecke ließ ich die logarithmischen Glieder zunächst weg und 


bestimmte die Wurzeln w der algebraischen Gleichung 

go) nn! +’ +Ha?+ hm Han —=0. . . . . (83). 
Diese betrachte ich als Näherung, setze ® = w' + x und kann nun die logarithmischen 
Glieder unter Beibehaltung der linearen Glieder in x entwickeln. So erhalte ich 


RR 
x» = — o' logo ee 72 ME 


R= a o@° + a," 0 log’ + bu’ 0? + co’ + do (1 + wo logo’). 
S—= 41,0" + ao (1-+ 4logo') + 2a,'@"logw' (1 + 2 logo’) 
350? + do? (14 3log®) + 200 + co’ 0’ (1 + 2logw') 
+ do + do’ (1 + 2?’ log w') (1 + log w!'). 
Das Verfahren läßt sich fortsetzen und liefert die weitere Näherung 
R (o') o&’ loxo' + g (w') 
ee . 
S (w') 
Schließlich folgt das komplexe Amplitudenverhältnis B: A = b aus einer der Glei- 
chungen (29). 
Es handelt sich nun noch darum, die Bedingungen kennen zu lernen, wann die 
Gleichung für ® komplexe Wurzeln mit positivem Realteil hat, entsprechend angefachten 
Schwingungen oder kritischer Lagerung des Flügels. Für den Grenzfall dynamischer 


Indiiferenz setze ich die Wurzeln der Gleichung (32) rein imaginär an und erhalte durch 
Nullsetzen des reellen und des imaginären Bestandteils der Gleichung die Bedingungen: 





2 
7T 1 D} 7T 
(a an ao ) ot + a W' log» + a, w*log’® + bo 2 0% 


ni 


r? „ 1) ’ 9 , TT Pr 
en  - Co 0° — Co, 0° log ® — do, © ro logo + =V—) 2 
4 2 (35). 
’ 7T I 3 } 2 , 2 ) 7T 
a 0” —+- A To" ] 6 bo? — D ‘) lo u 6 0 
0 2 + 0 og 0 A) g 0 2 


_ 4 


+ do logw (1 — 720) + d, — 0 


Aus ihnen wäre in jedem speziellen Falle ® zu eliminieren, wodurch sich eine 
Bedingungsgleichung für irgend einen der Parameter s, a, r’, q°, &, 0» oder für die 
Fluggeschwindigkeit vo ergibt. Näherungsweise genügt es aber auch schon, die Glei- 
chung (33) zu untersuchen. Da die Näherung (34) im Falle der Instabilität eine kleine 
zusätzliche Dämpfung ergibt, so sind die aus den folgenden Gleichungen abgeleiteten 
Kriterien für Instabilität zwar notwendig, aber nicht immer hinreichend, sie gelten also 
nur vorbehaltlich der Nachprüfung mit der Näherung (34). Der Flügel darf aber immer- 
hin als kritisch gelagert gelten, wenn sie erfüllt sind. Ehe ich das allgemeinste Kriterium 
für Instabilität hinschreibe, will ich ein solches anführen, das sehr einfach ist, dafür aber 
nur für Fälle grober Instabilität ausreicht. Es ist dies die Bedingung, daß der Koefli- 
zient co negativ wird: 


‚2 c(Ö + 00») (36) 
e - OU). 
on(28 — 0,) 
Als Funktion von s geschrieben, lautet dieselbe Bedingung: 
s?09? — 28 (09 + a9?) + 00? + 0? (a? +r?+g°’+ Pr) <O. 
Weitere Grenzen liefert die Routhsche Bedingung 
do di \ 
Co < —- 60 oder 
bo do z 
nr y 2 2 /1 1, u I 99% N 
@,°(Ö + 05V) — Oo gi 2 09 Ss En [r? —- Do € —- 00 ( [s -+- /q4 Z—-Z’ | (3 i ). 


u+ ol —D | 
u +00 — 2) 


+ (9?00° — 200.a) : 


Um diese Gleichung zu erfüllen, wird man vor allen Dingen verlangen, daß v 
groß genug, d. h. &, klein genug ist. Ferner muß s positiv sein und damit ist auch 
s— a positiv, denn a> 0 ergäbe, wie vorher angeführt, bei hinreichend großem v stets 
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grobe Instabilität. Man kann sich leicht überlegen, daß dies so sein muß. Die Schwer- 
linie des Flügels als Trägheitsmittellinie eilt im allgemeinen der elastischen Achse als 
Angrifislinie der Direktionskraft nach. Liegt die Schwerlinie also in der Flugrichtung 
hinter der elastischen Achse (s — a > 0), so hat der Flügel bei seiner Aufwärtsbewegung 
im Mittel positiven Anstellwinkel und umgekehrt bei seiner Abwärtsbewegung. Die Luit- 
kräfte wirken also jeweils im Sinne der Bewegung und verstärken die Schwingung, 
während im Falle s—a<0 das Umgekehrte, also Dämpfung, eintritt. 

Daß zum Zustandekommen der Schwingung beide Freiheitsgrade zusammenwirken 
müssen, ist leicht zu bestätigen. Die Rechnung ergibt stets Wurzeln mit negativem Real- 
teil, wenn einer der Freiheitsgrade gebunden wird (entsprechend &% = w oder g?—= w). 
Das wird bestätigt durch das Fehlschlagen von Versuchen, die früher mit einem Flügel 
mit nur einem Freiheitsgrad in Göttingen angestellt wurden. 

Die vom Flügel abgegebene bezw. aufgenommene Leistung Z ist nach früheren 
Formeln 

L; = A’onvl, = Yaa + 2b hyaf Here2er 0 00. . (38a). 

Setze ich vorübergehend ® = ? + io, so ist der Mittelwert der gesamten Flügel- 

energie bei konstanter Amplitude A 


E— '!mi?A?Q; Q— 0? + w? + 20’ (ano? + sw?) + (b'? + D"?) (a? + qg°) 00?+ (r?+s?) wo? 
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Nun ist A—= Ave”?t und daraus in anderer Form 
dE } 3 ie 3 
— L= — kmWAAQ—- mv’A’Q; W„=-=—- -- Q.. (38 b). 
dt 2 2 09 


Hat man die Schwingungsrechnung durchgeführt, so liefert hiernach die Ueber- 
einstimmung der auf verschiedenen Wegen gefundenen Werte /;, eine Kontrolle für die 


Rechnung. 


7. Vergleich mit einem 
Versuchsergebnis. Zur Bestätigung 
der Theorie wurden im kleinen Wind- 
kanal der Göttinger aerodynamischen 
Versuchsanstalt Versuche mit einem 
leichten Holzflügel von 60 cm Länge 
und 10 cm Tiefe angestellt. 


Dieser wurde zwischen ebenen 
Seitenwänden an einer Achse mittels 
Federn aufgehängt. Die Federn griffen 
an kreuzförmigen Blechen an, die 
außerdem verschiebbare Laufgewichte 
zur Variation des Schwerpunktsab- 
standes und des Trägheitsmoments 
trugen. Durch die Aufhängefedern 
bezw. ihre Vorspannung wurde aul 
die Aufhängeachse die meinem Ansatz 
entsprechende Direktionskrait bezw. 
das Direktionsmoment übertragen. Auf 
weitere Einzelheiten der Apparatur 
will ich hier nicht eingehen und ver- 
weise dazu lieber auf die Zeichnung 
Abb. 7. Zweck der Versuche war, 
die Inkremente bezw. Dekremente 
der Schwingungen zu bestimmen, und 
dazu genügte es, die Schwingung eines 
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Abb. 8 


Schwingungsdiacramme. 


Zahlentafel errechneter Beiwerte für Luftkräfte und Leistungen. 








0 = 0,02 0,04 0,06 0,08 | 0,10 0,12 
ku’ = 0,00262 0,00773 0,01351 0,01892 0,02317 0,02572 
Ka" = 0,03852 0,07387 0,10605 0,13532 | 0,16182 | ° 0,18601 
k'’= 0,03860 0,07449 0,10806 0,13982 | 0,17029 0,19989 
Ky'= — 0,00184 — 0,00468 - 0,00694 — 0,00788 | — 0,00710 — 0,00452 
ma’ — — 0,0002 — 0,0008 — 0,0018 — 0,0032 | — 0,0050  — 0,0072 
ma" = 0 z | 
my' = — 0,000003  — 0,000024 | — 0,000081 | — 0,000192 , — 0,000375 | — 0,000648 
N) I 
my” = 0,0004 0,0016 0,0036 0,0064 | 0,0100 | 0,0144 
9° warn = — 0,9336 — 0,8684 - 0,8073 — 0,7514 | — 0,7014  — 0,6576 
9° way! — 0,02369 0,03209 0,03480 0,03419 | 0,03150 0,02752 
away" = — 0,4529 — 0,4094 - 0,3707 — 0,3371 | — 0,3089 | — 0,2862 
ar yy = 0,02924 0,05414 0,07468 0,09088 | 0,10273 | 0,11024 
| 
| 
FE 0,02944 0,05494 0,07648 0,09408 0,10773 | 0,11744 
0? lay = 0,00063 0,00251 0,00566 0,01005 0,01571 0,02262 
-2 as „ Bun | 
m ha 0,02944 | 0,05494 0,07648 0,09408 0,10773 | 0,11744 
a) ” YY = | | 
oa? Yan = 0,9631 0,9233 0,8837 0,3455 0,8091 0,7750 
oa Yıy = — 0,02306 - 0,02958 — 0,02914 — 0,02414 — 0,01579 - 0,00490 
aryay' — 0,48235 0,4643 0,4471 0,4312 0,1166 0,4036 
o ? yyy 0,0002 0.0008 0,0018 0,0032 0,0050 0,0072 
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Punktes, z.B. der Aufhängeachse aufzuzeichnen. Das geschah mit Hilfe einer Registrier- 
trommel, die das physiologische Institut der Universität Göttingen freundlichst zur Ver- 
fügung gestellt hatte. Einige der aufgenommenen Diagramme gedämpfter und an- 
wachsender Schwingungen sind in Abb. Ss wiedergegeben. Aus ihnen wurden die Ver- 


3 
l 


hältnisse o—=e "” aufeinander folgender Amplituden bestimmt und unter Berücksichtigung 
der Reibungsdämpfung, die ein 00 und 09, der Translations- bezw. Rotationsschwingung 
lieferte, mit den rechnerisch gefundenen Werten verglichen. Die Uebereinstimmung darf 
innerhalb der erheblichen Fehlergrenzen, die sich nur durch größeren Aufwand an Zeit 
und Mitteln hätten verengern lassen, als gut bezeichnet werden. 

Der Gang der Zahlen war in bester Uebereinstimmung mit der Theorie. Es ergab 
sich Anwachsen oder Dämpfung der kleinen Schwingungen, je nachdem der Flügel nach 
hinten oder vorn Uebergewicht hatte, und dabei vergrößerte sich das Verhältnis aufein- 
anderfolgender Amplituden, wenn das Uebergewicht vergrößert oder der Flügel stärker 
angeblasen wurde. Der Augenschein zeigte deutlich ein Voreilen der Vorderkante des 
"lügels, wenn dieser instabil gelagert war. Das entspricht in der eingeführten Bezeich- 
nungsweise einem Nacheilen der Drehschwingung, wie es bei Leistungsaufnahme 
sein muß. 

Bemerkenswert ist noch, daß sich bei kleinen Luftgeschwindigkeiten von etwa 5 m 
pro Sekunde, der Einfluß der Zäbigkeit in der Weise zeigte, daß bei kleinen Anstell- 
winkeln der Auftrieb noch nicht voll ausgebildet war. Bei den kleineren Kennwerten 
von etwa 500 m/sek : mm hat nämlich, wie auch andere Versuche in Göttingen ergaben, 
ein svmmetrischer Fiügel einen kleinen Bereich »toter Anstellwinkel«, wo der Auftrieb 
in der Nähe von null bleibt. Die kleinen Schwingungen wurden daher noch abgedämpft, 
wenn solche mit größerer Anfangsamplitude schon anwachsen. Die zwischen diesen 
beiden Fällen liegende Grenzamplitude wurde mit wachsendem v natürlich immer kleiner. 
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Über die Wasserströmung in einem mit Stichkanälen 


versehenen Umlaufkanal bei Kammerschleusen. ') 
Von B. SCHUMACHER in Duisburg-Meiderich. 


ei einer Untersuchung über die Grundlagen der Wasserbewegung beim Betriebe von 

Kammerschleusen trat die Aufgabe auf, die Strömungsverhältnisse an den Trennungs- 

stellen von Umlauf und Stichkanälen zu ermitteln. Es handelt sich um die Strömung 
in einem Kanal mit rechteckiger Abzweigung. Die zweidimensionale Potentialströmung 
in einem solchen Bereich läßt sich nach der Methode von (hristoffel-Schwarz be- 
rechnen (Abb. 1). Hier aber soll gezeigt werden, daß man auf ganz elementarem Wege 
eine sehr brauchbare Näherungslösung erhalten kann. 
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1. Zahlenmäßige Herstellung der Abbildung. Die Strom- und Gefällinien 
eines geraden Kanals mit parallelen Wandungen sind bekannt, da die ihnen zukommenden 
Parallelen und Senkrechten der Kontinuitätsbedingung genügen (Abb. 2). Dieser Parallel- 
streifen soll auf eine Fläche winkeltreu abgebildet werden, die aus einem durchlaufenden 


I) Aus einer von der Technischen Hochsehule in Aachen genehmigten Dr.-Inze.-Dissertation vom 


7. März 1923: Ueber die Grundlagen der Wasserbewezrung beim Betriebe von Kammerschleusen (Ref. 
Prof, Blumenthal). 
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Band mit einer rechtwinklig verlaufenden Abzweigung besteht und deren an die Ab 


zweigung anschließende Begrenzungen möglichst gerade verlaufen. Eine solche Abbildung 


läßt sich durch Zusammensetzen von Abbildungen mittels Potenzfunktionen erhalten. 
Der als Beispiel in Abb. 2 durch Begrenzung, Strom- und Gefällinien näher be- 
zeichnete Parallelstreifen der z-Ebene enthält acht Stromfäden, von denen der zwischen 


den Geraden z= +x und z2= +21 liegende bei 0 von den durchgehenden Fäden 
abgezweigt werden soll. 


Die Abbildung w=ß (I) 


ergibt die Abb. 3, nachdem durch den Schnitt von 0 bis +» der Zusammenhang der 


Fläche gelöst ist. Der abgezweigte Stromfaden weist eine Richtungsänderung von 72 


O,S 


gegen die Ursprungsrichtung auf. 
Die Abbildung 


w = — 1,3195 — w; ee Di ee A Ger 


schreibt einen mit einer Drehung 
um 180° verbundenen Ursprungs 
wechsel nach Abb. 4 vor. Der 
Ursprung wird nach A verlegt. 
Für diese Wahl der s- Ebene 
sind die beiden Bedingungen 
bestimmend, daß Unstetigkeiten 
im Innern des (Grebiets vermieden 
werden und die Begrenzungen 
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ka, und hd möglichst geradlinig weiter abgebildet werden sollen. Deshalb ist der Ursprung 
entsprechend (Il) in den Schnittpunkt beider Grenzen zu legen. 


Durch Ws == wg 25 ar en | "7 u.% (III) 


entsteht die Abb. 5, deren Einzelwerte logarithmisch berechnet worden sind. 
Die gewonnene Abbildung soll in 
Hinsicht auf ihre Uebereinstimmung mit 
den gestellten Forderungen geprüft werden. 
Die Bildpunkte von = 2n,’r=S und 
r —= 20 einerseits, von P=(0, r—=8 und 
"— 20 anderseits werden je durch eine 
(zerade verbunden. Diese Geraden bilden 
dann miteinander den Winkel 88° 10' 36"; 
an einem rechten fehlen 1°49'24”. Die 
Verbindunrgsgeraden des Punktes A mit den 
beiden Punkten x =20 bilden den Winkel 
182° 2515”; die vorgelegten Bedingungen 
verlangen 150°. Für die zeichnerische 
Genauigkeit entspricht in ws bei dem Bild 
der Punkte z= + 20 — i eine Gerade der 
ursprünglichen Geraden. Da auch 2=+x% 
p = const = 0) gerade bleibt, sind die vor- 
geschriebenen Bedingungen annähernd er- 
füllt und es ist nicht nötig, den Verlauf der 
einzelnen Stromfäden zu verfolgen. 
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Die Breite des abgezweigten Strahles in der ı;-Ebene vom Querschnitt u = — 
bis 3 = + 20 — ? nimmt von du = 1,2412 bis d; = 1,0204 ab; die Verengung tritt fast 
ausschließlich an der Verzweigungsstelle ein. In einer Entfernung von dort gleich der 
Breite des durchlaufenden Streifens sind die Begrenzungen fast parallel. 

Die Breiten der dargestellten Stromfäden des durchlaufenden Bandes in den Quer- 
schnitten z + 20 betragen 1,03 und 0,8. Die Breite des Bandes vermindert sich 
vom (Querschnitt 2 = — 20 bis z—= — 8 von 7,8274 auf 7,7334 und vom Querschnitt 
z= +3 bis z= + 20 von 7,1913 bis 7,1530, 

Die Einschnürung des abzweigenden ersten Stromfadens im Querschnitt zwischen 
E_- lundz=—1-—-: auf 0,75 steht einer Breite des Fadens auf der vorangehenden 
Strecke von 0,098 gegenüber und errechnet sich zu 0,25. 


2. Formelmäßige Behandlung der entfernten Punkte. Nach dieser numerischen 
Besprechung soll noch eine formelmäßige gegeben werden, die sich auf die sehr weit ent- 
legenen Punkte der z- und der ı-Ebene bezieht. Die Beziehung zwischen w; und z schreib! 
sich zusammenfassend so: 

ws" = — 1,3195 — 2%’ oder w= us = (— 1,3195 — zUs)ı . . (1). 
Dabei ist die Ebene der z in folgender Weise aufgeschnitten (Abb. 6): 

Infolgedessen ist für alle genügend weit entfernten Punkte des abzubildenden 

Streifens mit Ausnahme derer des abgetrennten Strahles 


1.25 ° 1,5195 
WW = Z ı + na Me 


= 2+1,25°1,3195-2%?+e.e() . . (2), 


ER wo &(z) eine mit wachsendem : dem Betrage nach 
Tandlinie des Ötrejfens beliebig abnehmende Funktion bezeichnet. Die 
Werte in dem abgetrennten Streifen erhält man 

une am einfachsten so: Formel (2) liefert die Werte 
Hanalinie das am oberen Ufer des von A ausgehenden Quer- 
aa: er schnitts. Die Werte am unteren Ufer unterscheiden 


[ 
vo Tı 


ri. hnırr 


d OC/ 





sich von diesen um den Faktore 2. Daher gilt 
am unteren Ufer und auch in dem abgetrennten 
Strahle: 


‘ 





#) 


we 2 (2 r 1,25 ; 1,3195 2? er (2)) (3). 


BO Anus diesen Formeln ziehen wir folgende 
Schlüsse: 
a) Wir vergleichen die Werte von w fürz=r und z=r:e?ir, Aus (2) und (3) 
ergibt sich sofort ud in 
Ba a u Er rl a ARE 
— a wir 


d.h. die weit entfernten Punkte der Abzweigung sind gegen den durchgehenden Strom 
um einen rechten Winkel gedreht. Hierin liegt der tiefere Grund der von uns gebrauchten 
Potenz 27s. Wären wir nämlich von dem allgemeinen Ansatz ausgegangen 

ne 
so hätten wir nach dem gleichen Verfahren erhalten 


2ir) 
I ı DE —- Iirla-1 ) 
lim w (1) EEE e ’ @ ) . . . . . . ’ . (4 L 
r—=ıu 


also eine Drehung der Abzweigung um 2(%*— ı)z. Die Forderung der Drehung um 
einen Rechten führt auf @ = ?/,. 
b) Im Unendlichen bleiben bei der Abbildung alle Maße erhalten. Denn die 
Bilder zweier Punkte : und z-+ e unterscheiden sich nach (2) um 
ev (z+e)— w(z) = [(z-+e)+ 1,25: 1,3195 (2 + ee)" +e(z-+ e)] 
— [2 + 1,25 - 1,3195 - 2? + & (z) 
e+ 1,25 - 1,3195 - 0,2e- 29°’ +n (2), 
e+Nı (2), 
wie sich durch binomische Entwicklung von (z-+e)?? ergibt. 7 und 7ı bedeuten wieder 
dem Betrage nach mit wachsendem z beliebig abnehmende Größen. 
Die gleiche Betrachtung gilt für den abgetrennten Strahl. 
Damit sind die aus der Abbildung abgelesenen Verhältnisse auch formelmäßig 
allgemein bestätigt. 
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Zu a) ist noch folgendes zu bemerken: 


Bei praktischen Ausführungen handelt es sich nicht um Herstellung eines 
Abzweigungswinkels zwischen sehr weit vom Ursprung entiernten Punkten, sondern um 
etwa den Winkel, den die zahlenmäßig bei der Besprechung von (III) bezeichneten 
Punkte einschließen. Für diesen Zweck läßt sich die Abbildung noch verbessern durch 
die weitere Bilderreihe ri 

ur =Wws 2? a EN a (IV) 
® ws = wu" . . ga „ME, 

Die Zeichnung und Einzelrechnung über «3; hinaus fortzusetzen ist aber nicht not- 
wendig, da durch die weiteren Abbildungen die Fläche nur sehr wenig verändert wird. 

Der Abzweigungswinkel nach (I) (II) (III) bei z = 0 ist 72°. Einen rechten Winkel 


stellt die Bilderfolge ee a ET . 4x9 
W=—-11l14—Wı. . . .. e SEVEN), 
W;; 2 WW; !?°°3 . . . . : . . . . j (VIIl) 


her. Da die erste Reihe (I) (II) (III) mit der Bedingung, daß das Produkt der Exponenten | 
ergeben muß, durch Zwischenwerte in die zweite (VI) (VII) (VIII) übergeführt werden 
kann, ist eine Vorschrift gezeigt, wie mit Rücksicht auf praktische Forderungen Abbildungen 
für andere Abzweigungswinkel hergestellt werden können. 


3. Zusätze. Die singulären Punkte der Abbildung liegen ausnahmslos auf den 
Grenzen des Bereichs. Somit sind die in ihnen stattfindenden Winkeländerungen nicht 
weiter von Interesse. Die (komplexe) Geschwindigkeit an jedem Punkte ist 

dz er 
EB dw w’»? 
nach (1). Im Punkte & findet daher Stauung statt, im Punkte h wird die Geschwindig- 
keit zwar unendlich aber sehr schwach. Nach einer leicht anzustellenden Nachrechnung 
ist die Geschwindigkeit in der Entfernung von 0,001 der Einheit, vom Punkte h gemessen, 
in der ws-Ebene etwa zehnmal größer als in der z-Ebene; in der Entfernung von 0,0| 
der Einheit treten durchschnittlich in der ws-Ebene fünfmal so große Geschwindigkeiten 
auf wie in der z-Ebene. In praktischen Ausführungen entpricht 0,01 der Einheit höchstens 
dem Maß von 3 mm und ist etwa gleich den Unregelmäßigkeiten des Mauerwerks. Stellt 
sich im Einzelfalle die Notwendigkeit heraus, rechnungsmäßig geringere Geschwindigkeiten 
beim Punkte / nachzuweisen, so ist nur der Ursprung der ws-Ebene in der Verlängerung 
von a, k über h hinaus weiter zu verschieben. Doch ist dabei zu berücksichtigen, daß 
die Grenze hd erst in größerer Entfernung von % bei der weiteren Abbildung hinreichend 
gestreckt wird. Eine Störung des Abflusses beim Punkte %k ist nicht zu befürchten. 

Die rechtwinklige Abzweigung wird in praktischen Ausführungen durch einen 
Viertelkreis mit etwa der Lichtweite des Stichkanals als Durchmesser ausgebildet. Der 
dadurch geschaffene Abflußraum unterscheidet sich beträchtlich von dem in Abb. 5 
vorgezeichneten. Nach den umfangreichen Versuchen von Weisbach, Lehrbuch der 
theoretischen Mechanik, fünfte Auflage 1875 bearbeitet von Herrmann, erster Teil, S. 967 
soll, um einen möglichst ungestörten Ausfluß des Wassers aus einem Gefäß zu erzielen, 
das Mundstück nicht nach einem Kreise, sondern nach einer Linie geformt werden, deren 
Krümmung allmählich abnimmt. Dieser Forderung trägt die Linie beh in Abb. 5 
Rechnung und erinnert an die Linienführung, die der durch die Erfahrung als zu 
treffend bestätigten, rechnerisch ermittelten Begrenzung des frei aus einer dünnen Wand 
austretenden Strahles entspricht (gemäß Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, 
1904, Bd. 4, S. 415). Es scheint daher begründet, bei Stichkanälen die Abzweigung mit 
der Linienführung bch nach Abb. 5 symmetrisch zu gestalten. 

Aus der Abbildung läßt sich der zweckmäßig zu wählende geringste Zwischenraum 
der Stichkanäle entnehmen. Bei gegebener Schleusenlänge ergibt sich dadurch eine Höchst- 
zahl von Stichkanälen. Der Querschnitt des Umlaufs wird nach der zulässigen Wasser- 
geschwindigkeit in Verbindung mit der vorgegebenen Schleusungszeit bemessen. Durch 
die Einteilung der Umlauffläche in die den Stichkanälen zukommenden Stromfäden ergibt 
sich die Grundfigur der z-Ebene, aus der durch Ausführung der Abbildungen Querschnitt 
und Ausbildung der Stichkanäle hervorgehen. 

Das beschriebene Verfahren kann auch bei anderen ähnlich liegenden Verhältnissen 
nutzbringend verwandt werden so beim Entwurf von wichtigen Leitungskrümmungen, die 
entweder eine große Lichtweite besitzen oder die außergewöhnlichen Wassergeschwindig- 
keiten ausgesetzt werden. 298 
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Beitrag zur Theorie der Flüssigkeitsbewegung zwischen 
Zapfen und Lager. 


Von GEORG DUFFING in Hamburg. 


ie Bewegungen zäher Flüssigkeiten sind auf strenger hydrodynamischer Grundlage 
noch wenig erforscht. Die Schwierigkeiten bei Integration der Bewegungsglei- 
chungen, namentlich dann, wenn die Beschleunigungsglieder berücksichtigt werden 
sollen, sind so groß, daß heute noch wenig Aussicht besteht, darüber hinweg zu kommen. 

Daß diese Probleme auch in der Praxis eine Rolle spielen, zeigen die Bemühungen 
von Osborne Reynolds, das ebene Problem der Flüssigkeitsbewegung zwischen zwei 
exzentrischen Kreiszvlindern für die Erkenntnis der Schmiermittelreibung nutzbar 
zu machen‘). Einer strengen Kritik halten die Arbeiten von Reynolds anscheinend 
nicht stand, wegen der Vernachlässigungen, die er, über die Beschränkung auf ebene 
Bewegung und das Absehen von den Beschleunigungsgliedern hinaus, eintreten ließ. 
Diesen Mangel hat schon A. Sommerfeld bei Untersuchung desselben Gegenstandes ’) 
empfunden. Er versucht eine formal etwas »strengere« Behandlung des Integrations- 
problems, die jedoch bezüglich der Erfüllung der Randbedingungen auch nicht ohne Be- 
denken hingenommen werden kann. Sommerfeld zieht einen sehr glücklichen Vergleich 
zwischen dem Problem der Flüssigkeitsbewegung im Zapfenlager und der Deformation 
einer durchlochten Platte heran, der wohl geeignet ist, die Strömungsverhältnisse der 
Anschauung näher zu bringen. 

In einer im Jahre 1016 erschienenen Arbeit von G. Hamel über das ebene Pro- 
blem zäher Flüssigkeiten, die infolge der mathematisch eleganten Behandlung der Diiie- 
rentialgleichung die größte Beachtung verdient, wird unter Berücksichtigung der Be- 
schleunigungsglieder die Bewegung in spiralförmigen Stromlinien verfolgt‘). 

Der Revnoldsschen Theorie wurde von seiten der Ingenieure vielfach kein Ver- 
trauen entgegengebracht ') und man entschloß sich zu umfangreichen, sehr kostspieligen 
Experimentaluntersuchungen. Im Zusammenhang damit scbien es mir zweckmäßig zu 
sein, die Schlüsse von Reynolds und seinen Nachfolgern durch eine exakte Behandlung 
des ebenen Problems zäher Flüssigkeiten einer Nachprüfung zu unterziehen. 


1. Die Grundgleichungen. Zum Ausgangspunkt unserer Untersuchungen nehmen 
wir, wie Reynolds und Sommerfeld, die Gleichungen für die ebene Bewegung zäher, 
volumbeständiger Flüssigkeiten: 


Od [@ ’) 
p u ® 

— MU Au, = In A D. —- pi ( 0 . 5 . . (1), 
Or j Oy OX Oy 


wobei ein stationärer Zustand vorausgesetzt ist und die quadratischen Glieder, die bei 
unserem Problem nur untergeordnete Bedeutung haben, vernachlässigt sind. Hier be- 
deuten «, v» die Geschwindigkeitskomponenten in der x- und y-Richtung, p den Druck, 


. 78 : oO? 0% 
« den Koeffizienten der inneren Reibung und 4 den Laplaceschen Operator —— - 


go" 
O’X% c)my* 


U» 


Durch Einführung einer Stromfunktion ", 


Oy Owy : 
uU m „ 5) ® — 7 (2) 
Ooy 0x 
sehen die beiden ersten Gl. (1) über in 
() c) Op [@ 
e p — u A N, = u Jı } . . . . . . (3), 
x OY Iy dr 
wiihrend die letzte identisch erfüllt ist. Hieraus ergibt sich leicht 
A, —0 und AJv=0 ... ee a er Se (4). 
I, On the Theory of Lubrieation and its Application to Mr. Beauchamp Towess Experiments 
Philos. Trans. R. Soc. of London 1886; Reproduziert in Engineering 19195. 
4, Zur hydrodynamischen Theorie der Schmiermittelreibung, Zeitschr. f. Mathematik u. Physik, 


0, Band, 1904. 

') Spiralförmige Bewegungen zäher Flüssigkeiten von Georg Hamel, Aachen. Jahresbericht der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung, XXV, Teubner 1916. 
l,asche, Konstruktion und Material im Bau von Dampfturbinen usw. 2. Aufl., Springer, 
Berlin 1921. S. 147. 
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Diese Gleichungen sollen im Falle der Schmiermittelbewegung zwischen Zapfen 
und Lager erfüllt werden in einem Gebiet, das von zwei im allgemeinen exzentrisch 
liegenden Kreisen begrenzt ist, und auf dessen Rand folgende Bedingungen gegeben sind: 
Am äußeren Randteil verschwinden alle Geschwindigkeitskomponenten; am inneren Rand- 
teil verschwindet die normale Geschwindigkeitskomponente, während die tangentielle Ge- 
sehwindigkeitskomponente den konstanten Wert U besitzt. Weitere Randbedingungen für 
den Druck werden im Laufe der Untersuchung eingeführt. 

Bei diesen Randbedingungen eignet sich ein Cartesisches oder Polor-Koordinaten- 
system nicht gut zur Durchführung der Rechnung, es ist ein isometrisches Koordinaten- 
system £7 vorzuziehen, dessen Zusammenhang mit &, y durch einen Ansatz von der Form 

= E:+= wa +iy)= we) 
vegeben wird. Um die Randbedingungen durch geeignete Wahl von w auf die einfachste 
Form zu bringen, versuchen wir unser Gebiet @ konform auf ein Rechteck /’ abzubilden, 
nachdem @ durch einen Querschnitt in ein einfach zusammenhängendes Gebiet verwandelt 
ist. Die Abbildung wird ge- 
leistet durch die Transformation, y 5 Z Ebene 


„ 2 —b 
(=log... — w(z) (5), 


wozu man leicht gelangt, wenn / 
man zunächst vermittels linearer x 
Transformation auf einen kon- d ’ | \ | 2-Aonst 
zentrischen Kreisring und von | 
da vermittels des l.ogarithmus \kay 
auf das Rechteck übergeht (Ab- | 0 
bild. 1). 
Die Transformation (5) Abb. 1 

schreibt sich explieite: 


72 | 
H E«honst 


, | 





4 











. (2 —b)? + y? y 7 (b 1) y 
== la log , ’ ie 
— — a r— a) @—b) +% 
und umgekehrt 
a+b b>>a 1—e”” (* a) e’ sin? „\ 

L: > ; (6) 
e — 2e’cosn +1 e ’—2e’cosn+1 

Den Geraden = konst. im Rechteck entsprechen die Kreise durch die Punkte a 
und 5, den Geraden S=konst. die Schaar der ÖOrthogonalkreise, zu denen auch die 


Randkurven gehören. 


Löw 
Lu) 
SW) 


2. Transformation auf isometrische Koordinaten. Wir haben nunmehr 
unsere Differentialgleichungen (3) und (4) auf das System & 7 zu transformieren, das durch 
(6) definiert ist. Daß das Koordinatensystem durch eine konforme Abbildung gewonnen 
wurde, spielt in der Folge keine nennenswerte Rolle mehr. 

Wir führen folgende Bezeichnungen ein: 


ce)? 


Es si = + der Laplacesche Öperator in bezug auf die neuen Ko- 


OE2 On?® 

ordinaten, dann ist 

‘ lw . OE\? OE' 2 Od 2 Ar\? 

Aw=M’dw, ww M="- M"=(—) + — —) 4 . (7) 
’ dz 9 vr )y ), ba / 

r4 (4 ( | ( Y Or 

Dann wird 

ZI EIESTTERD -; sn. 8 5° ar 


wonach durch einfache Ausrechnung die Transformation der zweiten Gleichung (4) er- 
foleen kann. 
Nach der eingangs erwähnten Arbeit von Hamel ist aber allgemein 


n j ’ Mr 0Av VI w ’ 
JAw= M' JA4Aw+ (+) Jw+ 2(« ——D ja u: 9), 
IE On 
worin @ und P definiert sind durch die Beziehung « +: = 2 : w*, 
Durch Differentiation von (5) findet man 
‘) 
2 ee rt— 1 ha si 
Üü = b+a-— u) eu — 2 u 4 : 1 Pr E un 

on 2 | Da „“ ) 


P — de’ cos 7 ze’cosn +1 
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Führt man diese Ergebnisse in (0) ein und setzt /w= ®, so erhält man die 
transformierte Gleichung in der Form: 


‘ P 1] ‘ Oo . («pP 
(e2 2e con +1) SD +4 (ei: — 1) — + Se: sinn 
OS en 
+4 (e?° + 2e 008y +1) = 0 (10). 


3. Allgemeine Lösung von (10). Wir haben nun Lösungen der Diiierential- 
gleichung (10) aufzusuchen, um daraus schließlich eine Lösung aufzubauen, welche die 
Randbedingungen befriedigt. Zu diesem Zweck seien neue Variable « und »v eingeführt 
vermittels der Laplaceschen Transformation: 


u == $ in, v—s-+t in; s= ',kuw+rv), =, (u—ov) ER}: 
as Ergebnis der Transformation ist, da !DB—=40’b/ouv» usf. wird, mit der 
Abkürzung: wur er we 2 
zum \u), ur Bu W) \ 12), 
die Differentialgleichung 
"oJ ı)ıd$ \cD we 
ud, (v) nu Y u) ag u) v)D = 0 \ ; (18). 
Wenn man diese Gleichung in bekannter Weise durch eine Lösung ® = UV, 
worin Ü/ nur von uw, V nur von » abhängt, zu befriedigen s'cht, so folgt: 
U'— U) [V’ - Vıw))=0. . | . (14). 


Die Gl. (153) wird daher befriedigt sowohl durch: 
U erw) a bei willkürlichem V als auch durch 


r (4: v 
V= e* U, 


d. h. die allgemeine Lösung von (13) ist 


lau , (y(e)de ’ 
D= « fiv) + ee" y(w) a er (15), 
wo / und 9% willkürliche Funktionen bedeuten. Setzt man für 7 den Wert aus (12) ein, 
so wird r 
dd = .fw)+ — zu) » | 16). 
(; 1 & pt 1)- ® 
Wir benutzen dieses Resultat, um aus Gl. (10) ®% zu bestimmen. Vermöge (11) 
wird (16) transformiert in 
. (ı”7\ 
4 an = 5 „fi er a lu) (17). 
Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist aber, wie leicht einzusehen, 
l Y \ vw/f ) 
VW — Fiv) - G(u) + m (%) —+ n(v) : ’ i : (18) 
Fr Ga ou 


wo m und » neue willkürliche Funktionen bedeuten, während 


F(v) =! re)av Gu = Y. [gan vn a Fre 


ist. Infolge der Willkürlichkeit von f und qg sind daher auch F und @ vollkommen 
willkürlich. 
Wir führen nun in die Lösung (18) wieder unsere ursprünglichen Variabeln &7 
gemäß (11) ein und es werde dann gesetzt 
1 


, 


| | | 
—= R—:J, dann wird — en R+iJ. 1:4 Au 


e 1 6 


wo R und J konjugierte harmonische Funktionen von 5 und „7 bedeuten. Ist ferner 


F(v) = Fı(£, 7) + iky($, 9) n(v) = k(&, 7) +il($,n) ! R 
G(u) = G1($,n) — iGy(S, r m(u) =kı[£,n) —ih(S, nm) 2 
so wird 
v=-—- RHK+G)- J(B+G)+k+kh+tiiJ(ı—-G)—-RR--G)+i—lı} (21 
Bei der Willkürlichkeit von F und @ kann man setzen 
F+G=P(in) B+n=S(5,n), F—-G=Q(6,r) R-@=T($,n) (22), 


wo P und 8, Q@ und T konjugierte harmonische Funktionen bedeuten. 
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Man hat also die Lösungen 
v=—RP-—JS, DREIER FE 52 ws Narr a8), 
worin einmal P und $ konjugierte harmonische Funktionen von $ und 7 bedeuten, die 
im übrigen willkürlich sind, andererseits Q, 7 die gleiche Bedeutung haben. 

Die Glieder «+ k,, 2—Iı wurden weggelassen, da sie triviale Lösungen darstellen, 
die der Gleichung 4’ = 0 genügen. Sie können im Bedarfsfalle immer zu den Lösungen 
(23) hinzugefügt werden. 

Es ist leicht einzusehen, daß jeder Lösung 

vw = RP+ JS auch eine Lösung » = RS— JP . . . . (24) 
an die Seite gestellt werden kann, die von , unabhängig ist. 


4. Geeignete Partikularlösungen. Wir gehen nun dazu über, Partikular- 
lösungen aufzusuchen, die zur Anpassung an die Grenzbedingungen geeignet sind. Zu- 
nächst bemerken wir, daß nach (19) R und J Real- und Imaginärteil von 1/e-! sind. 


Wählen wir dazu mt (m +1)E nr 
m,e e\ cos(m—1)n—e ’cosmn | 
P=Ne,. = —_ > 
p° Et’ 2 e’ cos n + 1 (26) 
m (m + 1) ME _, BE 
5 x e e "sin(m—1)n—e "sinmn 
SS) m— ‚= T- - 
e” e'’—2e’coan+1l 
so erhalten wir gemäß (24) die Lösungen 
MS om e"° sin mn 
e >08 7 z 
vv, = IE L Dy = 2E | (27). 
e ’—2e’cosn+i e ’—2e’cosn+ti 


Diese Lösungen sind nicht harmonisch. Aber auch die harmonischen Funktionen 
nach (26) sind Lösungen unserer Differentialgleichung (10), von denen wir mit Nutzen 
Gebrauch machen. Da die Differenzgleichung linear ist, ergeben sich aus (26) und (27) 
durch Zusammensetzung die nicht harmonischen Lösungen. 


- 
- 


(m + 2): AUL +2); 


"eosmr sinmn 
W3 Zn 2: R 9 w,; u >» i r . . . . (28). 
e’—2e co n+] e’— 2e’cosn+i 
Für m= 1 ergibt (27) dieselbe Lösung wie (28) für m—=—1. Diese Eigentüm- 


lichkeit gibt Veranlassung, unsere Differentialgleichung (10) daraufhin zu untersuchen, 
ob man nicht durch eine Transformation 
| 


A er 


YyYı = 7: 


ee — 2e’cosn+l 
auf eine lineare Differentialgleichung mit konstantem Koeffizienten geführt wird. 
Diese etwas miihsame Untersuchung wird vereinfacht, wenn man zunächst zu den x, y 
zurückkehrt, wobei sich herausstellt, daß auf die ursprüngliche Gleichung JAw = 0 die 
Transformation w — [(@ — a)? + y*|y anzuwenden ist. Das Resultat nach Wiedereinführung 
von&,n ist nun in der Tat die Differentialgleichung 





’‘I49—4 ie RU.d 7 7 EEE { |)" 
Machen wir hier die Sübstitution 9—= XY, wo X nur von 5, Y nur von y ab- 
hängt, und setzen wir Y — cosmn, sinmn, so bestimmt sich X aus 
AN —4X" + (4— 2m?) X" +4am?’X + (m!—am)X=0 . . (81). 
Es wird 
NX=e" mit 4! —4%°’+(4— 2m?)2?+4m? + m—am’=0 . . (32) 
Die Wurzeln der A-Gleichung sind 
ı=m h)=—m l—=m-+ 2 k=—-m+t2. 


Auf diesem Wege gewinnt man auch zugleich die Lösungen für den Fall gleicher 
Wurzeln, die bei mn = (0 und m= | auftreten. Wir haben daher zu jedem m außer 0,| 
die vier Lösungen 


r > e { “3% a - 2) 
— em? —- m: om 2): P m + 2) 


= # 


Im Falle m = 0 jedoch 


Im Falle ın = | 
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Jetzt ist das System der Partikularlösungen so vervollständigt, daß wir daraus 
eine den Randbedingungen genügende Lösung aufbauen können. Mit Rücksicht auf 
29) erhält die Lösung der ursprünglichen Differentialgleichung JAw = 0 die Form 


nn = F- 
>. ) [An e- un B , € N t un we r2): 6 D, e\ nr? ] COs mn] 
De - rn PT. 33) 
e“ _ 9; eosn + 1 s nn / [E, gm — F' g— MS —+- (7, em T 2) . —- Ee e\ = Mm T 2) =] sın m n i 
Mm v) 

Der Ansatz enthält die genügende Anzahl verfügbarer Konstanten, so daß man 
auf dem Rande des Gebietes (‘=Sı und E=5,) sowohl den Verlauf von w, als auch 
da x z : E 2 er i 
von  , won die innere Normale bedeutet, vorschreiben kann. Wenn wir gemäß diesen 

dan 


Bedingungen die Koeffizientenbestiimmung vornehmen, wird das zweidimoniale Problem 
der Strömung einer zähen volumbeständigen Flüssigkeit im exzentrischen Kreisring gelöst. 
Beim vollständigen Kreisring durchläuft »n die Reihe der positiven natürlichen 


Zahlen, beim Ringabschnitt, den wir später betrachten werden, sind für m die natür- 
27 A - . ’ 
‚„ wo ! die Länge des Abschnittes bestimmt, zu 








ö u. . & TI 
lichen Vielfachen der Einheit oder 
wählen. 


Die vorstehende Untersuchung gilt übrigens auch für die Gleichgewichtsform einer 
dünnen unbelasteten elastischen Platte, deren Durchbiegung durch » repräsentiert 
wird. Es ist daher mit (33) auch die Aufgabe gelöst: Die Deformation einer dünnen, 
unbelasteten elastischen Platte, welche die Gestalt eines exzentrischen Kreisringes besitzt, 
zu bestimmen, wenn die Gestalt des Randes ıund die Richtung 


der Randnormalen 
gegeben sind. 


5. Fall des geschlossenen Ringes. Wir gehen zur Untersuchung des voll- 
ständigen Kreisringes über und drücken zunächst die Randbedingungen in unserem 


isometrischen Koordinaten aus. Wir haben dabei zunächst zu beachten, daß die Länge 
des Bogenelementes ds und seiner Abbildung do in dem Zusammenhang 


do ae | /OE\2 EN E 
ds M=— 2 —— l Fa —+ 5) . f (34) 


stehen. Aus den Gleichungen (2) folgt für die Komponenten «,, «„ der Geschwindigkeit 


in dem mit \,} gleichsinnigen System s, » (s Tangente und n äußere Normale am 
inneren Kreis 


ir 


Oo 


U. == M & 9 U M. 


- 


ap 
= (35), 
wobei, um es noch besonders zu betonen, die Richtung s im Sinne wachsender 7, die 
Richtung n im Sinne abnehmender & genommen wurde 

Nach (6) und (7) ist, da 5 > a angenommen wurde, 


*) 


j & 26 CoSs r -+ 1 2 (Sp = BB. KEN 7 } 
| M= = rn (36) 


y—a) u 


Da sowohl die innere wie die äußere Begrenzung eine Stromlinie ist, so hat w 
auf beiden Begrenzungen je einen konstanten Wert. Es kann daher gesetzt werden 
0 auf dem inneren Rand S=S$,, w= (} auf dem änßeren Rand = 5 (37), 
worin Q die in der Zeiteinheit durch den Film von der axialen Ausdehnung 1 in der 


Richtung + , strömende Flüssigkeitsmenge bedeutet. Da ferner die Flüssigkeit an den 
Wänden haftet, ist 


O1 y .. De o OU m. < Z . 
u —=M -—— UfüröS=d, w=-M 0 ürö-d . . . (88), 
er oF- 
wo U die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens bedeutet. 
Wir betrachten jetzt die Funktion: 
B—-a)®Mvw—} NE Le 5: ii: 
wo also X die in », periodische Reihe auf der rechten Seite von (35) darstellt. Die Difierentiation 
’ x . \ OWV „. . Jr e ' en 0% 
von (39) nach S ergibt mit «= J/ __ die Beziehung 2|e2: — ecosn|y+ (bb -aeuw—= ’® 
Oo OS 
Zusammenfassend hat man daher die Randbedingungen: 
ER 
v—0, b—-a)ei U= 2: für $=S$ı 
OS 


Pr e 'e NS .. > 
v_=Q, 2[®+-erco7]Q = für $= 5 
0) 


> 
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pi & und weil M*+0 zur Koeffizientenbestimmung die Gleichungen 
au 3 nn h 
“8 %. > OÖ y r E 
% E— <ı I == () 2 =— (b — a) U e>ı / 
en 35 
5 cr (40). 
u . > r co ‘ » 
3) - s=-h %=Q[e* — 2er coon-—+ 1] 2: —2[e#s— er cosn] Q \ 
Hieraus ist sofort zu ersehen, daß alle Badingungen exakt erfüllbar sind, wenn 
an A ınan von der Reihe $ nur 2 Glieder in Rücksicht zieht und setzt 
1 . > De s o 9% - . > f 
ch 5 5S=4 + B,5+(0%+ D de: +[(A + Bd)e + Cıe=:+ Die*]cosy (41). 
sen t Die Randbedingungen ergeben dann folgende Gleichungssysteme zur Bestimmung 
in E: vo A, D, und A, D:.: | 
öst. Bo, + 2 0 e&°ı + D, (er + 28, ei) (b—-a)eı U 
ar 2 B+20e@%+D (er +2 heı)—=2erQ (42) 
a 4 4) + Bo &, + 197) e2 A r D, 5: e= 3 —=VUV \ 
zu = A+B 5. + Ce” + D,& &% (a +1)Q 
Aı er + Bi (ei + di er)— Gi erı+3D eh — 0 
1er A, ei; +B; (e*a + & ei) — Cıer®+3D er — — 26% 1, | (43) 
ert \ » : = . 9+ Ö, 
en Acdı+Bıheh +QGeh+Dei —0 \ 
) 2 er 3: ; 
Zt A, e® + Bı Se”: +0» +-D er =—2erQ 
’ 
en | Um diese Gleichungen aufzulösen, haben wir die Determinanten der beiden Systeme 
(42), (43) und ihre Minoren ersten Grades zu berechnen. Die erste Determinante hat 
n- | den Wert N=3Rıhıt+tifı 2 lH — EB) Aida... . 0. (4). 
am Die Minoren sind einfache Funktionen von &, und &, z.B. 
ge N = eaıtr?a[l— 5, + 28: & — 25°] + Sı et’ 
mental + 25, 8 — 251?) + Sa et’ usw. 
Die Determinente des zweiten Gleichungssystems ist 
N =4eı(1—5 + S)+4edtr(1 + 5) —sehtr?a . . 0. (45), 
eit ıhre ersten Minoren sind 
ım IE: ee zum z RT. 
A I Auen ı(1- 2 Sa — eı4(l1 + 2%) + I Ss, er ur 
ie Darnach können bei gegebenen &,, £, die Konstanten AuB, Ch /), durch U und Q, 
die Konstanten A, Bı Ch D, durch Q ausgedrückt werden Die explieite Darstellung unter- 
lassen wir, da sie besser erst im konkreten Zahlenbeispiel vorgenommen wird. Zwischen 
U und Q, die bisher ganz unabhängig von einander waren, werden wir eine Beziehung 
finden, indem wir daran gehen, den Verlauf des Druckes zu verfolgen. 
6. Die Druckbedingung beim geschlossenen Ring. Orientieren wir unser 
p Koordinatensystem X, Y vorübergehend nach den Richtungen s und n, so ergeben die 
Gleichungen (3) mit Rücksicht auf die erste Gl. (7): 
(9 II m 2 , cd) cd) a j . 
ei re Ft. ee 
er DE * Op "On "98 
n Zur Weiterführung der Rechnung haben wir nun die Differentialparameter A’ 
unserer Partikularlösungen (41) zu bestimmen. Die Ermittelung auf direktem Wege ist 
umständlich. Man tut gut, w in zwei Faktoren U, V zu zerlegen, von denen entweder 
einer oder beide harmonisch sind, und benutzt dann die Formel: 
® B > Pr OU oOYV OU oOV 5 
I (UN) USVH- VII U HI I — + — ; ur a 
OE 0: on On 
Als den einen Faktor wählt man z. B. den.rezipoken Wert von e;— 2e cosY7-+ 1. 
N } Die Rechnung ergibt dann, wenn für w der Wert aus (41) und (39) eingesetzt wird: 
(b-a)”O E : E - . £ . 
. = = |—4Boe”° + 4Doe® + 2Bı (e — e”*) — 8Cje”— Ss Die|sin y 
[A T€ 


+ [8Che-2°+8Dre2*\sin?2n (48) 
und 


2 


(b—-a): Op > . M 2 R 
a) 1 =4[B+D + B\|\+[—4Boe > 4 D,e® 2Bı (+ e »)— 8Cie ® 


+ 8 Dıe*| cosn + |8 Che-?*—8Die&°]cos2n (49). 


u ei; 





En 
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Durch Integration erhält man aus diesen beiden Beziehungen den Druck p an 
jedem Punkt £, 7 in der Form 


. p=K+4(B+Ds+ Bı)y—|4Boe”+4D,e + 2Bı (e + €?) 

+8C1e—8D, e&|siny+ 4 |Che=?2:— Die?:])sin2n (50), 
worin A eine willkürliche Konstante bedeutet. Soll der Druckverlaui im vollständigen 
Kreisring eindeutig und stetig sein, so muß das nicht-periodische Glied in (50) wegfallen, also 

B,+D+B =0 (51) 
sein. Diese Bedingung liefert dann letzten Endes den Zusammenhang zwischen Q und U, 
Beim Ringabschnitt sind A und B, + D, + Pı bestimmt, sobald der Druck an einem 
Punkt eines jeden der beiden Endquerschnitte vorgeschrieben ist. Sind jedoch an den 
Endquerschnitten weitere Randbedingungen für p oder % vorgeschrieben, so muß die 
Untersuchung abgeändert werden, worauf wir weiter unten eingehen wollen 
Die Resultate nehmen eine noch handlichere Gestalt an, wenn der Ring in der 
Richtung der Koordinate $£ eine sehr geringe Ausdehnung hat, wie es bei der Schmier- 
mittelreibung der Fall ist. Wir setzten also jetzt $& = $ı — Ö, wo Ö eine gegen Sı kleine 
Zahl bedeutet, und berücksichtigen nur die Anfangsglieder der Entwicklungen. Die 
Minoren unseres ersten Systems linearer Gleichungen werden alsdann, wenn gerade so viele 
Glieder angeschrieben werden, wie sie bei den späteren Entwicklungen erforderlich sind: 


& 9 ER 7. » PR 16, 
a at: (5 —1)6°?+4 (1 ri äı) | day = et°ı - 20°? + 2 o. usw. 


Die Determinante selbst wird: 


AA 


+ 8 - K: 128 4: 5 
No =—— es :ı AE —. et :ı Ö° — 2 et :ı 06 

3 3 45 

Die Minoren des zweitens Systems ergeben sich zu 

DE - we rn s “> 16‘ w QE .) > « n 
an = a) — 85,06? +4 ((16$: a“ ) 5° | da = ®[80?— 166°] usf., 
L 3 J 
die Determinante 

er 83 ir 2 186 ı 5 
N=—- eh + Tea 8517 ah di 


3 3 15 
Hiermit können die Konstanten .4,B, usw. berechnet werden. Es ist aber zu 
beachten, daß der Wert (b—.a) U sehr groß gegen @ ist, so daß die Minoren der ersten 
Zeile von N, nicht vernachlässigt werden dürfen. 
Man erhält mit (b—a) Ud — & 


A=— * (Sı 1) [Q ei + 2 (ei 4 ı)Q) 673 + Q 1 eiı 6? 
— Q[e (da — 381) — 75] 6? 
Bo = 2 [Wo ei + 2(e?ı + 1) Q] 8-3 — Q ei 6-2 — 3Q eı 6-2 


IV 


— 9er dr Qi — (la + 351) e?°ı]) d- 
D» == ° 2 07 22, [Ro e21 + 2 (e? # . 1) Q] Ö- ) er (do e-iı ö-2 


Go = — slSır1)ei[lQ er + 2(eı+1)Q) 07° \ (92) 


+3Qe24 06-2 
A = —64,Q09°+3Q6577, Bi = 6Q5-°—* RR 
CO = 3/, e2ı Q6 3 ea Qd 2. Zu a ae (53). 
Die Bedingung Ba + Do + Bı = 0 für den geschlossenen Kreisring ergibt 
(01 5, e 
V=—15Q (54). 


So) 2% + 2 
Damit sind dann alle Koeffizienten durch die Umfangsgeschwindigkeit U bestimmt, 
die Strömungsvorgänge und die Druckverteilung (abgesehen von einer additiven Kon- 
stanten A) vollständig beschrieben. 
Die Formel (50) für den Druck wird besonders einfach, wenn man sich auf die 
Zapfenoberfläche beschränkt. Man erhält durch Einsetzen von <=$, &=&5—Ö und 
Entwicklung nach ‘Ö, nach Umformungen: 


2 . - «, r - - or - P r 
p=K-+ 1283 [60) 5 & + (2 En) 251 + 4) Q] 7 — 126° | + 8 Co] Sı Qlsin 7 





b—a) 


[Zi 


+ 12Q6-®sin 27 (55). 





An 


nm 
so 


zu 
en 


nt, 
In- 
lie 
nd 
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Unter Benutzung von (54) wird für den vollständigen Ring 


b—.a)? a er I Gnj2E, r Soi & 4 ee 
- 26 o N — 1}, — 2 . ob), 
2 »o=K +13 @&o | Gi 98 +2 sin 3 Gi 2ı +2 sin 2 7, (56) 

7. Der Zapfendruck. Aus dem Druck- 
verteilungsgesetz (55), das wir in der Form F- 

p=s8+Nn+Dsiny+Gsin2n (57) 

zur Abkürzung schreiben wollen, sollen nun die | 
Komponenten der Druckresultante für einen durch | 
die Endkoordinaten »,,, 7s definierten Teil der Zapfen- 07 
oberfläche berechnet werden. | 

Die Elemientarkomponenten sind pdx in der | 
Richtung der Y-Achse und — pdy in Richtung der 
\-Achse. 

Man hat daher die erste Komponente (für ein 
endliches Stück des a 


[Za2 33, 





ı 


P,= p a ee}; an VA zur ji Ar a (58) 


877 
72 2 1 
und die zweite Komponente 


ıl ‚l 
ie d 
—-P=Ip — dı= py— [vr an WEINEN a 
. / 
Ne "2 "2 
wenn wie beim Schmierfilm p für =», und 7 = ns verschwindet, so ist einfach 


1 7 


er. 3 ( > 
P=—ja ? an, P=+|y »an >. 


ia Na 
Differenziert man (57) nach 7, benutzt (6) um &,y durch &,7 auszudrücken, und 
führt die Bezeichnung 


dr 2 [ /6e} +1 7 2 - E / 1) 
J=I1. -——- = ——— arct l —— te —- |= .. „arcg | Set tg | (61) 
les = cos7 SIE 5 LF6ONSE—1 8 2 | Gnz 2 8 2 


ein, so ergibt sich für die Zapfenoberfläche =, 


b—a 


Ba 


re En : 3 Ba > ce far rı a“ 
Sins, (+4 CC) 4 sin7+A—26+B60 5, + 166] (62) 


2 rg 


als % Komponente des Zapfendruckes. Hier sind für WA, B, & und & die Werte ein- 
zusetzen, die aus dem Vergleich von (57) mit (55) hervorgehen. So erhält man 


) )—3 r - 6 r U 6 
P,= — 1(% +4Q 601 5) — 4Qsin | ’ ee Lan a 
u. Tg 
In gleicher Weise berechnet man aus der zweiten Gl. (60): 
WE er RG N 
P= -. | — (9 +4Q Sol Sı) cos + R cos >| a = 3 En 
ur = AINg 


als Komponente des vom Zapfen in der Richtung der positiven X-Achse auf die Flüssig- 
keit ausgeübten Druckes. 


8. Das Reibungsmoment. Die von der Zapfenoberfläche auf die Flüssigkeit 
ausgeübte tangential gerichtete Reibungskraft ist pro Flächeneinheit 


du, dus (65 
Gi} . ! r - A 2 - s . ) ). 
1 ' FR ” | 


Setzt man hier für «,, u. die Werte aus (35) ein und beachtet den Zusammenhang 
von ds, dn mit d5,dn, so erhält man 
; fr 2 j} 2 
d in Fu dus [OM 9y alt); U Ö r]. 


ds d n 





On? OE? 
Nun ist gemäß unseren nr ie an der Zapfenoberfläche ( 
Ow ML 177 Ow l 


— 0, also auch — .- = 0, ferner = - U 
In In“ ÖE M 


In OE 0: 


=Sı) 


T 
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Es wird daher an der Zapfenoberfläche 
du, As OM 04 OM 


+— = —- U —- N’ =-U —M'Jy. 
ds an O2 08 OE 
Die dem Zapfen-Reibungsmoment entsprechende Reibungkrait ist dementsprechend 


‘1 1 1 


Nelgds=- “of, o, an+ [mama Se FU 
JMoz i 


Wir ermitteln zunächst für <=, den Wert von [as mn dn. 
Nach (41) erhält man 
MJ' w 
[A — Bo + &b+D, +Aı+[Ba + Dot Bi] Si + Cı e”?Hı+ Dı e2° 


’) 


2 er 


— P 


2 
— [2 Cı e?#4 + 2Dı eı] cos? » 
Das Integrationsgeschäft erledigt sich einfach mit Rücksicht auf die Beziehuugen 


Pe BR POWER DEE (2, 33 T66R > | — dı 
„Bold -cosr I &0 dh —cosn I | J6H1 4 —cosn ' 


(b—a) [GoiE, 


vn —- Ir ee D, e-1 — Bı e Ex 20, o—5 —- 2D, cu |o0s 7 (67). 


A 


2 
dr cos r cos“ r, 


— — 0} 5, 7— sinn + 60}? &ı Jı (68). 
Wir führen die Werte von AhDs... Aı Bi... aus (52) und (53) ein. Wie schon 
früher bemerkt, müssen hier höhere Potenzen von Ö berücksichtigt werden, da sich bei 
der folgenden Rechnung die Anfangsglieder zum großen Teil gegenseitig tilgen. 
Wird dann noch das erste Glied rechts in (66) 


1 


'ı10M Bu en Yr o-!, 
v| dn=U9SuSı Aaf- te (11 — 9) 


Ju oE De u Fr 
2 
wegen seiner Kleinheit weggelassen, so ergibt sich 
b A SH @ j i u ER .-, 0 
= | {@Q (eı + e=*) 0? 4 Q|?/a (ei He= >91) +3] 06 Ye 
2 u ® 
[290677 —6Q (er + en) 8°? (— + Col fi Jı) 


= 2.668). 
6Q57°(—- Gr) I, 7 — sinn + Col’, A| 


— 20,7 +(6 (So & n—6sinn) Q 6? 
: s 2. 2. y dr 
An diesen Resultaten (63), (64) ist zunächst überraschend, daß Jı = I Tr 
Soj &; — cos 
überall herausfällt. Bei genauerem Zusehen findet man die Erklärung darin, daß die be- 
treiienden Integranden durch (Yo) Sı — cos ohne Rest teilbar sind. In der Tat überzeugt 


man sich leicht davon, dab | 
MJv= : } 6.0008 n—6 NEN SS — Zt 
Bee 


Die Reibungskraft )i an der Laagerschale ist verschieden von '\ und wird genau 


durch denselben Rechnungsgang erhalten, indem wir in (66) <=, setzen. Führt man 
die Rechnung durch, so ergibt sich 
b—aW 9 lei t .:.. \ 9 ” 
„ „er& 6°? 7 — (6 Sol &, 7 —6siny) Q6 ee 


Zwischen den Momenten Wi MW der Kräfte N besteht unter der Voraussetzung, 
daß in den Endquerschnitten der Flüssiekeitsschicht „ —= 0 ist, die Beziehung 
M-Pf=M ER (70), 
wie unter Benutzung der Formeln des folgenden Abschnittes leicht nachzuweisen ist 
f Entfernung von Mitte Zapfen bis Mitte Lagerschale). 


9. Einige geometrische Beziehungen. Wären als Ausgangspunkt für die 
numerische Berechnung die Größen b—a Sı 52 m, Ys gegeben, so wäre durch die 
vorangehenden Entwickelungen unsere Aufgabe im Wesentlichen als gelöst zu betrachten. 
In der Regel hat man aber andere Unterlagen: Radius r des Zapfens, Radius /? der Lager- 
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schale, kleinste Entfernung zwischen Zapfen und Schalenoberfläche, Umfassungswink«| der 
Schale usw. Wir müssen daher zur Klarstellung des Zusammenhanges zwischen diesen 
Größen einige elementare Betrachtungen einschalten. 

Setzt man in den Gl. (6) $= Konst., so erhält man in der x-y Ebene einen be- 





d i a ) nn 
stimmten Kreis, dessen Größe und Lage wir zunächst bestimmen wollen. Die Schnitt- 
punkte mit der Abseissenachse werden bestimmt durch 

b-ae +1 b—ae—1 
Y == 0, LU > = . 7 —— T, or = x - 
- P = % ai e +1 
Da der Kreismittelpunkt auf der Abseissenachse liegt, hat man mit der Abkürzung 
-—: den Radius 
DEE, Sad... Wi b—a Ze b a (1) 
en | 
Die Abscisse des Kreismittelpunktes ist 
b-aw +1 b—d,< » ..:% 
de’! a)= — - = — Diis-—rbols . . 2). 
2 »#—1 2 
n 
N 
; 
1 / 
/ / 
#:: 
et Br 
MER La 24/435 
Abb. >». Abb. 4 


Der Abstand des Mittelpunktes von dem nächsten Hauptpunkt ist 


2 


FERNE Ser. b—az’ +1 b—a (3) 
— a N A ENT 3 3). 
Pr | je r 
Daraus folgt nebenbei -—2, 5=log ET Er ENT (4). 


Wir haben nunmehr folgende Aufgabe zu lösen: Es seien gegeben 2 Kreise mit 
den Radien r und X und dem Mittelpunktsabstand /; zu bestimmen z 2, b—a und «© aus 
N \ den (Gleichungen 





& (b-a)z b—a (b-a) z| b—a 
- ; ven — GC R= — + =” . 
J3— 1 2?—1’ 2° -1 f 21° —1 
Man erhält zunächst 
’— 1) (21? 1 
Deu f ne 
h 2 =| 
. i und hiermit zur Bestimmung von z und zı nach einfacher Rechnung die quadratische Gleichung 
a R?- pP. f? 2 Di f? 22 — En 2\ 2 
z° z=— 1, also 2=1j, = ( -)—1 ae: ; ° 
fr fr 2 fr 


Wir machen die Annahme, daß & mithin Sin Z = !); (= = ) positiv sein soll, und 


- 
22 


ersehen dann, daß nur das obere Vorzeichen in (6) gilt. 
Bei der Schmierung von Gleitlagern sind die Radien » und AR sehr wenig ver- 
schieden, so daß gesetzt werden kann 


t 
R=r+4 wo Ge RE EEE >» 05:00. KR 
j In diesem Fall setzen wir f=z24 wo 0<x<-1. Mit diesen Bezeichnungen wird 


1 1—-x? 4 1— x? A rer u. 
EWR. SER Ve Sei RR. = (1+ )=-u+ 1-14, Vı—® | 
4% 2r, x r 


bi 3 “ 2% 1 





u_— Fin 


a ee 


FE N 
ne ET 7 
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Für Werte von x, die nahe bei 1 liegen, ist hinreichend genau 
1-+/Vı -. 1 ı-Vı „3 
ie “ Pe dc2 “ 
in: 5 Vı-x? nn | 
om sı = (01 & = : i h : . A (9), 
4 x 
wo der Index 1 bedeuten soll, daß S, zum Kreis vom Radius r gehött. 
Wir erhalten ferner 
1 =. % 1 — x° 
b-a=r(z— \= 2r &inkı = ar? (10). 
8 24 


Beziehung 
» f+rz 


e>2 
R 
Setzt man & = $ı — Ö, wo Ö eine kleine Zahl, so wird 


EN E = 2(1-*)(1-2). 
Rz | r 2 r 
-( + ) 
A 


E 
- 
y 


Bei kleinem ist genügend genau 


6 
| 4 A = \ 
= (1-")= Vı — x? Tr u. ll). 
r 2 r 
Schließlich handelt es sich noch um die Berechnung der Koordinate 7 aus den 
Polarkoordinaten "y eines beliebigen Punktes der Zapfenoberfläche. Man erhält aus der 
zweiten Gl (6) nach elementarer Rechnung 
2r? Sin&, sinp Vi —+’sinp _ | 1—% p | \ 
„= arct - er —= arctg — 7 — 9arcte r E  :- 3° 
8 Ir? + Sp) 1 cos p) 5 ”* + C08% u tg Y: +% tg 
Auflösung nach 9 ergibt 
Is/ji+e, r 
u re el el ;! 
7 | Vote) | (13) 


Für die numerische Rechnung braucht man noch folgende leicht einzusehende 
Relationen 


) rn „3 


u ) j ) u. „2 \ 
„ «" | (14) 
ee s—3 3 Ba 
Ba) md! - - (7) A 
* b—a 2r\I/1-—x‘ 


Außer dem vorbehandelten Fall, der sich auf Gleitlager bezieht, kann auch noch 
der Fall Bedeutung erlangen, wo zwar der Unterschied der Radien R— 
klein ist, wo jedoch der kürzeste Abstand der Kreise klein gegenüber den Radien ist. 
Dabei können zwei Fälle eintreten: 


a) Der Kreis vom Radius ” liegt ganz innerhalb des Kreises vom Radius 2}. 
Die Entwicklungen bis Gl. (6) bleiben unverändert. 

Wir setzen f=(1—-e)(R-—-r) 

wo & eine kleine Zahl ist. 


) 15), 


Aus Gl. (6) folgt dann unter Vernachlässigung aller Größen &, €? gegen Ve. 


R » ; Tr - 
it Yaetl, m-ıryei-e.... (0 
r 


5; = 
+ R - 1% 
Sin GG V:: , We 
r 


Sind, sin R .; R 
= arcig rn mu arctg ( 2. — —— ) — arctg (| 2e tg’ ) 18). 
E, Go) Ssı COS \ r 1+ cosp r 


wo g auf den Umfang des Kreises vom Radius r bezogen ist. 


b) Die Kreise liegen so, daß ihr kürzester Abstand gleich /— (R-+r) wird. 
Wir setzen f=(1+e)(R-+r) 


(19), 








Band : 


Die Koordinate 5;, die zum Kreis vom Radius # gehört, ist bestimmt durch die 


nicht mehr 


die 


len 
ler 


ıde 


‚ch 
hr 


ist. 
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so daß fürre=0 f=R-+r wird. Dann ist 
. R / Y' \ 
z—=1+ V>: i sg —=1— V 2e we a :, 3° 


R 
= arcig (Ye: tg r) ’ : “ i i ; . (21). 
r Z 
Diese Betrachtungen finden Anwendung bei Untersuchung des Schmierfilms von 
Rollenlagern. 





Abb. 5 Abb. 6 


10. Numerische Berechnung. Die gefundenen Resultate setzen uns jetst in den 
Stand, ganz einfache Formeln für die zahlenmäßige Berechnung des Druckverlaufs, 
der Komponenten des Gesamtdruckes und der Reibungskräfte aufzustellen. 

Nach Formel (14) in 9, ist zunächst 

„= Ub—-ad=2 


a, 
- e UA. 

Wie schon bei Aufstellung der Randbedingungen (37) bemerkt wurde, ist Q von 
negativem Betrag. Wir setzen Q= — AUA, wo } eine positive Zahl bedeutet. Es folgt 
dann aus (55) und den Relationen (13) bis (18) in 9. 

} A\? 2+%° 4% ' „’ , = 
GERT, 4 ( ) =K + E =: ne 2 - E — ar sinn /g „.sin2y (71). 


bulU\r —_ x? 


Für den Grenzfall, wo “# sich der Eins nähert, setzen wir 


Vı—#—=V2: 


u . 4 \2 = m - . . f ! 

aV8.° 2 (—) = K— [3% — 2eE]7 +[4% — 2e]Jsiny — —sin2n . (7V). 
bulU\r 2 

Soll nun p für „= und „=, denselben Wert annehmen, so ergibt sich A aus 


der Gleichsetzung der beiden Ausdrücke (71’) zu 


4 


»=1-—emitlim 0, 
und erhalten 


-— 


nı— na — (sinn, sinn3) 





2 u 2E Pi (72). 
3 (m — na) —4lsinn, — sinng) + Va (sin2n, — sin 272) 
Für die Druckresultanten erhält man aus (62): 
na, P A\? — 1 / 
(1 #*)'/a ( ) = E Bu | "+ >»), sinn re  : 3 
buu\r x “ na 
und bei kleinem & 
Vs5 Po (IN EL 73’ 
se? ) — [2€ — 2)|n + 2A sin (73') 
buu r ng 
und aus (64): 
(1-92 P [(4\? 1x? 7 J Mm 
ei ( ) | — 5 + 2 \eosı — cos 27 . . (74), 
x buluU\r % x 2 |1jg 
ei j r EEE 5%, / N ’ 
bei kleinem & 48? — ( ) — [— 28 +29] coosp —— cos2y (74) 
bulU\r 2 2 
Für die Reibungskraft endlich folgt aus (68) 
a‘ P] r ; R r 
(1 — #9) 2 -[-4ı(1 —) +6 —6Hlsiny ° . . . (75) 
du U r 12 
s : e A . l 
und bei kleinem e: Tre he „BR 8: +64 -Hlsnn ..:. 2.2. AMT). 


u T r 2 
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Ist allgemein der Druck »p an den Stellen 7, und „7, der Zapfenoberfläche vorge- 
schrieben, so können die Konstanten Ä’ und / in (71) bestimmt werden und unsere Auf- 
gabe ist vom hydrodynamischen Standpunkt aus vollständig gelöst. Mit dem wirklichen 
Vorgung ist die Lösung nur dann im Einklang, wenn p für jedes im Intervall 73 bis ı 
positive Werte annimmt, deren untere Grenze durch die Dampfspannung der Flüssigkeit 
festgelegt ist. Tritt dieser Fall nicht ein, so sind bezüglich der das Förderquantum @ 
bestimmenden Zahl A besondere Betrachtungen anzustellen, die durch experimentelle 
Grundlagen gestützt werden müssen und demgemäß mit den obigen Herleitungen nicht 
das Mindeste zu tun haben. Wir kommen auf diesen Punkt später ausführlich zurück. 


11. Der Energieverbrauch. Zur Beurteilung der Erwärmungsverhältnisse bezw. 
der Dissipation der Energie müssen wir zunächst auf die unverkürzten Differential- 
gleichungen unter Berücksichtigung der «uadratischen Glieder zurückgreifen. Diese 


” L) . 0 / 92 17} “ 
lauten, wenn man mit Z die lebendige Kraft ‘- (w° -+-v*) bezeichnet: 
’) 
ou OV ou Op OL 
e| t- | EU TEEN: 
“ co)f dp Oy ' Ir X . 
| 1 I 1% 
OVv OVv ou Op OL 
0 + ul \)|-rdı=— .- \ 
” ot Im Oy/| i oO (U 


und wenn man die erste dieser Gll. mit x, die zweite mit » multipliziert, so ergibt die 
Addition: 


OL O(L-+Pp) ÖL + p) 


u[ufJu+vIv)—= — u v ee MM 


ot ()r O% 


| 
I 


Integriert man beiderseits über ein festliegendes Flächenstück mit dem Flächen- 
s ’ Oo OV 
element «f, so ergibt sich, wegen Fo =0: 
. Br; { Y 


z 


OL rock Ö rer 
fe ar—ufte Au+ vAv) df == IE (7 + p) u ie 5, (Z +) > | (df (78). 


“ 


Die Theoreme von Green und Gauß gestatten, das zweite Integral links und 
das Integral rechts in Randintegrale zu verwandeln. Wenn n die innere Normale und 
ds das Bogenelement des Randes bezeichnet, ©’=u?+v? und w, für die Normal- 
komponente geschrieben wird, so ist (78) gleichbedeutend mit 


fee + ar ferner on 


Im stationären Zustand, mit dem wir es hier zu tun haben, ist der erste Ausdruck 


links gleich 0. Rechts steht in [Zw ds die pro Zeiteinheit durch den Rand eintretende 


Energie, in fr w„ds die auf die Flüssigkeitsmasse in der Zeiteinheit durch den äußeren 


d Ib . s . 
ds die Arbeit der von außen her wirkenden 
7} 


Druck ausgeübte Arbeit, während u|w 


Schubkraft bedeutet, vorausgesetzt, daß :© tangential zum hand gerichtet ist. Aus der 
durch (79) gegebenen Bilanz geht dann hervor, daß das stets positive Integral 


wi 2 )u\2 ra 2 Omp\ 2 ö 
W— | | *) + (; ') + ( -) -— (5) las er “AR 
L Ir 027, ga Oy ) 
n, diejenige Energie darstellt, die im Innern des Flächenstückes 
-7, pro Zeiteinheit in Wärme verwandelt wird. 


7 Man könnte nun W gemäß (80) berechnen. Gemäß (79) 
hat man aber einfacher 


u. 2 d u) 
472 ’ r . > . » S 
2 Dazu WM -/p w„ds uf = ds re: 5! 


Abb. 7 





wenn man [zw ds vernachlässigt. 


Betrachtet man das Flächenstück 1—2, (Abb. 7), unseres exzentrisches Kreisringes, 
so ist, da im Querschnitt p bis auf die Glieder von der Ordnung Ö? (wie eine kleine 
Rechnung ergibt), konstant ist 


Ipı. ds = Pa | Wn ds + pı fe ds = (Pa —Pı) Q. 
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: Be Iw A : 2. a a 
Vernachlässigen wir in fe F ” ds die Anteile der Querschnitte und beriücksichtigen 
an 
nur den Anteil der Zapfenfläche, wo w = !/ ist, so ergibt sich 
1 


u [ie = as=U [9 ds—= UN». 
dn 


2 


Demnach ist die pro Zeiteinheit in dem betrachteten Element in Wärme ver 
wandelte Energie 
| 


A—= UN: —Q (pı— pr), worin Wıs -| ii DEF (S2), 


die auf die Strecke 1—2 entfallende Reibungskraft b>zeichnet. 


12. Das Auftreten negativer Drucke, Wie schon in 10 angedeutet, ist es 
möglich, daß bei Vorschrift von p für 7, und 7., der Druck in seinem Verlauf innerhalb 
oder außerhalb des Intervalles 7. bis 7, negatire Werte annimmt. Die Natur der 
meisten Flüssigkeiten läßt solche Druckwerte nur in ganz 
geringem Maße zu, so daß wir hier im Interesse der Ein- 
fachheit als untere Grenze p— (0 annehmen wollen. Was 
tritt nun ein, wenn unsere Formeln negative Werte für p 
ergeben ? 

Entsprechen 7, und »7ı den Enden A, und Aı der 
Flüssigkeitsschicht, wo freier Zufluß und Abfluß stattfindet, 
und nimmt p negative Werte an nur für Werte des Argu- 
ments 7, welche außerhalb des Intervalles 7 bis 7ı liegen, 
so hat dieser Umstand auf unser Problem keinen Einfluß. 
Der gemäß (71) und (72) bestimmte Wert von 4 ergibt die 
l,ösung entsprechend Abb. a. 

Würde die Lösung negative Werte von p für Werte 
des Arguments 7 innerhalb des Intervalles 72 bis 7ı etwa 
nach Abb. b ergeben, so müßte die Flüssigkeitsbewegung im 
Intervall 73 bis 7ı eine andere sein, als die aus unseren 
Formeln hervorgehende. Infolge der Tendenz der Flüssig- 
keitsschieht, sich zusammenzuziehen, tritt entweder eine Ab- 
lösung der Schicht von dem äußeren feststehenden Zylinder 
ein, wie bei A;, Abb. e; das Problem bleibt zweidimensional, 
es treten Molekularkräfte in die Grenzbedingung ein, die eine 
außerordentliche Komplikation in der rechnerischen Verfolgung 
verursachen. Andererseits kann sich die Flüssigkeitsschicht 
auch in Richtung der z-Achse zusammenziehen und dann 
wird das Problem ein dreidimensionales. Der Wert }, wie 
er sich aus den Werten 7ı und 73 ergibt, hat aber keine Be- 
deutung für das Problem, da mit Auflösung der Flüssigkeits- 
schicht im ganzen Intervall 7 bis 7ı der Druck p = 0 wird. 


Ueber den Wert A, der in den Endformeln eine Haupt- Abb. 8 

rolle spielt, muß daher in anderer Weise verlügt werden. 

Nun hat Gümbe1l!) für den Punkt gemäß A;, Abb. e, eine Grenzbedingung auf- 
Op 
on 
tiver p vermieden, Abb. (, es nimmt aber py für n—=n, den positiven Wert p, an, 
während am Austritt = 0 sein müßte. Da nunmehr für eine Auflösung der Schicht 
innerhalb des Intervalles 7» bis 7ı kein Grund vorhanden ist, so sieht man leicht ein, 
daß der hiernach berechnete Wert von 4 und die entsprechende Fördermenge -—Q—AU_J 
zu klein ist. Dieser Wert von A stellt eine untere Grenze dar, die nie erreicht werden 
kann. Damit ist aber sichergestellt, daß das Druckgefälle — op/On an der Stelle 7,, wo p 
verschwindet, einen positiven Wert annehmen muß. 








[Za24 139) 


gestellt, die auf p = 0 — 0 hinauskommt. Auf diese Weise wird das Auftreten nega 


) Gümbel, Monatsbl. d. Berliner Bezirksvereins deutsch. Ing., 1. Sept. 1921. 
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Wir bemerken noch folgendes: Das Druckgefälle, für das gemäß (71) die Gleichung 


. I\?0 2 +? 4 „3 
-(1-19"” e ( ) Eich ara ar |eosn +” 


buuU\r) On 1 — x? — _ 


„Acos?2n (83) 
23 


bestellt, verschwindet an der Stelle 77, wenn die Bedingung erfüllt wird 
BET Erreger 


wo Js die Höhe des Querschnittes an der Stelle 7; bedeutet. 
Nun ist annähernd A; =Ö,M, wenn in M für n der Wert 7; eingesetzt wird, 
also nach (36) 
(b— a) 1 1—x? 
U = —— = 4 - 


2 Soj$ — cos; 1—xcosnz 


1 — x: 
= |1- | ee ee A 
“ 


2,7 


Aus (s4) folgt dann 


und dieser Wert von 7; macht die rechte Seite von (83) zu Null für jeden beliebigen 
Wert von x und 4}. 
Setzt man allgemeiner in (54) einen unbestimmten Faktor » an Stelle von '/s, so 


folgt anstatt (85): 
1 1 — x 
COS 13 — 1-> | ee 2 
x ’ 


und für das Druckgefälle an der Stelle »; 


r (4\?0p 1 | 
=; ( ) P =» (2r—1) eg ne 
bulU\r/ on ‚Vı - »? 
Da ’; hierin nicht mehr vorkommt, so ergibt diese Beziehung für einen beliebigen 


) 

Querschnitt die Zahl v, wenn das Druckgefälle = 
un 

v eine positive Zahl und größer als !/, sein muß. Für Werte von *, die in der Nach- 

barschaft von 1 liegen, ergibt sich eine weitere Beschränkung für den Wert». Da in 


diesem Falle in (72) 7, einen von 7, 7a einen von Null nur wenig verschiedenen Wert 


bekannt ist. Man erkennt in (87), daß 


. * ) . 9 2 1 
annimmt, ergibt sich leicht, daß A < ?/;e oder E >3 und cosn < re [1 —3r], also 
u 


"<< °/;, wenn ein reeller Wert 7; existieren soil, Der Zahlwert von » bleibt also auf das 
Intervall 0,500 bis 0,6666 ... beschränkt und hängt vermutlich von dem physikalischen 
Verhalten der Flüssigkeit gegenüber dem Material der Begrenzung (Lagerschale, 
Zapfen) ab. 

Vorbehaltlich experimenteller Prüfung bleibt daher nichts anderes übrig, als zu- 
nächst eine plausible Annahme für » zu machen, wenn man die Verhältnisse zahlenmäßig 


verfolgen will. Eine solche Annahme wäre etwa v — 0,600. 
Da nun gemäß (72), wenn »» klein und 7, —=7-+ »; bei kleinem »;, in erster An- 
näherung 
) zu 2/2 € rn 
TT + 83 Nn3 
gilt, andererseits nach (S4) bei v = 0,6 anstatt 0,5 
bo ee. 
SE 2 —e— ans” ’ 


so hat man zur Bestimmung von ,; die Beziehung 


0,6 
e — ——04— 1m? . . . (88) 
nt+2nz 


Aus dieser Gleichung erhält man den Wert 7 = ; ganz 
unabhängig von »7s. Die Voraussetzung aber, daß »; und »3 
klein bleiben, muß erfüllt sein, andernfalls kann die Wurzel 
dieser Gleichung nur als erste Annäherung gelten. 

Von der Lösung der Gl. (88) kann man sich leicht 
ein Bild machen, wenn man sie in der Form 

TER PB. 


n+2n 
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schreibt. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem y7{ ergibt sich dann die Lösung aus 


dem Schnitt der Parabel { = 0,4 + + '/n? mit der gleichseitigen Hyperbel + en, 


Bemerkung: Das Druckgefälle = unterscheidet sich von dem Druckgefälle 


durch den Faktor M. 
Bei kleinem 73, wie es hier vorausgesetzt wird, ist für die Zwecke der vorher- 


sehenden Betrachtung genau genug cosy=—1l und M= 1/VYı — x, daher nach (87): 
— r? (d\?dp 1 
en = +» (29, — 1) — ee a 
buu u ds Er yee, (8 ) 
woraus “2 in der Nachbarschaft des engsten Querschnittes bestimmt ist. 
dad 8 


Die ganze vorliegende Betrachtung, insbesondere das ÖOperieren mit einem ange- 
nommenen konstanten Zahlwert v, die nötig war, um die Rechnungsergebnisse auf das 
Verhalten der Schmierschicht in einem Traglager anwenden zu können, ist als Notbehellf 
nur so lange zu benutzen, bis sie durch etwas besseres ersetzt wird. 


13. Explicite Darstellung der Stromfunktion vw. Bisher hatten wir nur die 
ersten und zweiten Ableitungen der Stromfunktion zur Ermittlung der Druck- und Rei- 
bungsverhältnisse benutzt. Die grundlegende Rolle, welche diese Funktion, sowohl bei 
dem bydrodynamischen Problem, wie bei dem der elastischen Platte spielt, rechtfertigt 
aber ihre explicite Darstellung, trotz der etwas umständlichen Schreibweise. 

Die Bestimmung von % ist durchgeführt, sobald die Koeffizienten A, Bo Co Do Aı BL Cı D, 
in der Darsteilung (41) der Funktion F ermittelt sind. Löst man nun die Gl. (42) und 
13) auf, was keinerlei prinzipielle Schwierigkeit bietet, so erhält man: 


Ze Ve (E — E)[e&ı — @&j[fei — 8] 


ISrt 


I\ 





No 
+2 —E)( — B)eilet — 2%) | 
2 
ee mer eijlei ei 
— 2 (8 —8) (£ — 8) e?°ı (e2 - 4) 
(90) 
+ 1) . e 
Pe. ii gi : 5 —&)(E —8)e ı +2 — 2[(8, — &,) e2dı + 2% 
No 
+($ = &)e:+2 1 (E—£ )e- +25] + (e? an e2°2) (e?° " 2) | 
++ s 3 | N \ 
ana = QJea-2a(ı + 25-25) +en24+2%(1 284 25) 
1 
— 23 + 0:-?ı4+e-2: +25 — e2: - 259 — o-?25+ 259 cos }/ 
Die Funktion w, die nach (39) und (36) durch 
1 im 
V—=—; eeiuehglebsines (3 (S} ") . Bi . . . . . (91) 
e”’— 2e’cosn+1 


dargestellt wird, genügt der Differentialgleichung (10) und erfüllt streng die Rand- 
bedingungen (37) und (38). Auf Grund der Ergebnisse (90) und (91) können die 
\seschwindigkeits- und Druckverhältnisse bei der Strömung zwischen beliebigen exzen- 
'rischen Zylindern dargestellt werden, ohne die Beschränkung, die wir oben mit der 
\nnahme &, — &=Ö, wo Ö klein, gemacht haben. 

Bei exzentrisch gelochter, kreisförmiger Platte ergibt (91) unmittelbar die Durch- 
iegung, wenn @ als relative Parallelverschiebung der Berandungen und U als Neigung 
‘er Normalen der deformierten Mittelfläche am inneren Rand gegen die Normale der 
ndeformierten Mittelebene gedeutet wird. Am äußeren Rand ist dabei die Platte so 
ngespannt gedacht, daß auch nach der Deformation die Normalen die ursprüngliche 
ıge behalten. Auch der Fall einer Platte, bei der die Normalen am äußeren Rand 


'h infolge der Deformation um den vorgegebenen Betrag U’ neigen, kann unter 
'enutzung obiger Resultate leicht verfolgt werden. 
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Betrachtet man im allgemeinen Fall die Druckverhältnisse auf Grund von Gl. (90) 
und (91), so sieht man, daß für „= konst. der Druck sich mit £ verändert. Eine ein 
sehende Itechnung zeigt, daß in dem Falle eines kleinen d—=F, —S, die Aenderung, 
welche Ö entspricht, von der Größenordnung Ö°? wird, so daß mit einer für technische 
Anwendungen genügenden Genauigkeit der Druck in den Querschnitten der Flüssigkeits- 
schicht als konstant angesehen werden kann. Aus diesem Grunde kann das RRechnungs- 
ergebnis (50), das ursprünglich für den vollen exzentrischen Kreisring abgeleitet war, 
unbedenklich auf Teile des Ringes angewendet werden, und man kann sich an dem 
Beispiel der Platte vor Augen führen, daß die Deformation eines It'ngteiles unter den 
vorgeschriebenen Randbedingungen annähernd dieselbe bleibt, wenn der Ring an den 
Stellen 7—»s und 7= 7, durchschnitten ist, wie beim vollen Ring, vorausgesetzt, daß 
die Länge 7ı — na des abgetrennten Ringstückes groß ist gegen die Breite 5; — &». 

Ist Sı — &3 nicht mehr klein, so muß der Rechnungsgang modifiziert werden, 
wenn an den ltändern „—= na 7 =», der Druck vorgeschrieben ist. Dieser Fall sei hier 
nur kurz gestreift, hauptsächlich um den Unterschied gegenüber dem vollen Kreisring 
hervorzuheben. Wie schon früher angedeutet, sind dann in den Partikularlösungen von 
(30) die Größen m nicht mehr ganze Zahlen, sondern wir müssen über die m in anderer 
Weise vefügen. 

Durch Zusammenfassung von sin- und cos-Gliedern in (33) erhalten die Partikular- 
lösungen die l’orm 


m - m: 
e cosm(n—n2) 2 cos m (n—n9a) 
v1: = 2: 


W == - 
e’— 2e’cosn+1 e’— 2e’cosn +1 


USW. 


Will man nun z.B. erreichen, daß der Druck p fürn —=m und 7=pnı ver- 
schwindet, so wird man zweckmäßigerweise von der Lösung (91) ausgehen, wo 


“ii . . 9: 
SS, M)=A+B5+ le: + D,Se: 
r MT, MT, 2) i mt 


= - +2) : 
e + Um ee ’ + D„e® | cos 


111 


ni N r 


H- >> A mi e ' —+ B. e 


m==V | 


m a (n —ny) 


92). 
(92) 





Vermöge der Beziehungen (4€) ersieht man, daß in dem aus (91) hervorgehenden 
Ausdruck für p» alle Glieder mit dem Koeffizienten A„ Bun On Dm sowohl für 7 — ıı als 
auch 7= „3 verschwinden, während von den ersten 4 Gliedern von % herrührend noch 
die Terme 

B, e” sin 1 D, e: sin m 
bezw. B, e”* sin 73 D, e* sin 12 
übrigbleiben. Es läßt sich daher die Bedingung p—0 bezw. p=konst. mit der Lösung 
(91) im allgemeinen nicht erfüllen, jedoch annähernd um so besser, je kleiner sin yı und 
sin za ausfallen. Dies ist aber bei vielen Problemen, insbesondere dem der Lager- 
schmierung der Fall, so daß dann doch mit der Lösung (91) ein praktisch befriedigendes 
Resultat zu erreichen ist. Die den Randbedingungen entspringenden Gl. (40) bleiben 
unverändert, zur Bestimmung der A, müssen aber die rechten Seiten (am Rand $ =; 
in Fonrier-Reihen entwickelt werden von der Form 


MX \ 
u e . mrnı(n—n3) as R 
Ko + 3 K, cos Em Q [e? 2 — 2er2cosy + 1] 
m=—]1 ! 
(93). 
MT. 
. B . > m 7I E—— ng) HE r 
Kb + 8 Km COS 7 — 2 Q [e?’ — e* cos n) 
mi 1 
r . . . . mn 
Zar Bestimmung von A, Da C Dm für irgend ein m hat man dann, wenn nn 
gesetzt wird, das Gleichungssystem 
Anerii+ B,e ri + O,er +9 + D,e-rt9ı — 0 \ 
m + Um m 
(94), 


A. ne" Eu B. nen 1 se C, (n Bw 2) en +2): D.. (— n + 2) en r2)ı — 0 
A,ner® — Burner + (C„(n+2)er +92 + Dmn (-n +2) +9e—Kn' 
dessen Determinante den Wert hat: 
N = Se! [Evi 2n d—n? Soli ö + n?—1] mit {= 
Ö — 
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Man ersieht hieraus, daß das Bildungsgesetz der Fourier-Reihe (93) kompliziert 
ist. Natürlich hat die Ueberlegung nur dann eine Bedeutung, wenn die Reihe (95) 
sleichmäßig konvergiert und zweimalige Differentiation erlaubt, denn nur dann kann 
von einer Erfüllung der Difierentialgleichung (10) die Rede sein. Die Konvergenz wird 
vermutlich von der Wahl der Grenzen $, und &, abhängen; auf die weitere Untersuchung 
sei hier verzichtet, um so mehr als es zweifelhaft ist, ob man die oben angenommenen 
Grenzbedingungenr, denen p genügen soll, realisieren kann. 


Die von uns betrachteten Lösungen sind regulär in der 
ranzen Ebene £&,n (bezw. Ü Ebene) mit Ausnahme des Punktes EN. 
—0,n=0({=0). Sie gelten daher nur für ein Gebiet, WEL, | 
das weder im Innern noch auf dem Rande den Punkt {= 0 
enthält, der gemäß (5) dem Punkt z= = entspricht. Ins- 
besondere sind die Entwicklungen nicht anwendbar auf den 
unbegrenzten Außenraum von zwei Kreisen, sofern man ver- 
langt, daß die Geschwindigkeit im Unendlichen verschwindet. (7a 247447 
Dieser Fall entspräche dem Verhalten einer unbegrenzten 
zähen Fıüssigkeit, in der zwei Kreiszylinder sich in Rotation 
heiinden. Hier muß man, um bei der Stromfunktion die 
Singularität bei {= 0 zu vermeiden, an Stelle von (26) ausgehen von 


P=-NRen!(& — 1), S= Im! (ee —1). 
Die Koeffizientenbestimmung bei den Reihenentwicklungen wird aber noch kom- 


plizierter, da in den Gleichungssystemen verschiedene Indices verknüpft sind, so daß 
ein System von Differenzgleichungen zu lösen wäre. 





Abb. 10 


14. Schlußbetrachtung. Es bleibt noch übrig, unsere Ergebnisse, die wir auf 
Grund einer strengen Lösung des Gleichungssystems (1) gewonnen haben, den Ergebnissen 
der Reynoldschen Theorie, die zu der Formel 


10» 
Y Ip 


h—h 
= 64uU 
h’ 
relangt, gegenüber zu stellen. 
Da bei Herleitung dieser Formel p längs der Normalen zur Zapfenobeıfläche 
op» 


konstant angenommen wird und da außerdem an der Stelle 9 = Qı, : 0 ist, so kann 


Op 
p keine harmonische Funktion des Ortes im exzentrischen Kreisring sein, wie es Gl. (4) 
streng verlangt. 

Diese prinzipielle Diskrepanz und der KRechnungsgang zur Herleitung der 
Reynoldschen Formel, der in überaus einfacher Weise die Resultate für den Parallel- 
streifen auf den Kreisring überträgt, dadurch, daß kurzerhand das für ersteren 
konstante A für letzteren als veränderlich erklärt wird (denn mehr steckt, unbeachtet 
aller Umschreibungen, in der ganzen Herleitung nicht), gab Veranlassung zu der strengen 
Untersuchung. 

Eine Reproduktion der Reynoldschen Theorie ist in der Zeitschrift » Engineering« 
vom 20. August 1915 veröffentlicht. Man findet daselbst Formel (46), die in unserer 
Terminvulogie lautet 


bulrx (1 +x%cosg, sing (1+2u22+3 x c0SY,) sing 
Pu 2 ! 2 y 23 
d 2 (1 — x) (1 +xcosp)” 2 (1 —aM)’(1 +%cosy) 
(2 +) cosyı +3% /1 c 
In > - -aretg ( (7) 
(L- „2 Yı 2 I+x% 2, 


: 1 . r 
wo 9, aus der Bedingung = — 0 zu bastimmen ist. 
F 


dp . R s . 
Da aber dann auch 7 — (0 sein muß, so ergibt sich leicht 
”„ 
1—n? 
= !la 


1—xcosnı 


und damit der Zusammenhang zwischen den Konstanten 9, und A 


. =", (1-+Rcosgı) weil cosy = N 


1 + # cosgı 
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Mit Rücksicht auf die Relationen: 


1 — x? ; yı — +’ sinn 
l+7cosQ= R sing = 
l—xcosn 1—xcosn 
findet man Jeicht, daß die eben angeschriebene Formel vollständig identisch ist mit 
unserer G!]. (71). 


Das Eıgebnris ist einigermaßen überraschend und zeigt, daß der oben erwähnte, 
nicht unbedenkliche Kunstgriit, der sein Analogon in der Theorie der Elastizität des 
stabförmigen Körpers Lat, wenigstens bei kleinen Differenzen in den Radien der 
Begrenzungskreise, zu Ergebnissen fühıt, die vom praktischen Standpunkt aus nicht zu 
beanstanden sind (bei großen Differenzen in den Radien ist der obige Vergleich hin- 
fällig). Dies ist um so erfreulicher, als die strenge Behandlung des dreidimensionalen 
Problems fast unüberwindliche rechnerische Schwierigkeiten bietet. 321 


Das Prinzip der Gleitkurven, ein neues Darstellungsmittel. 
Von H. SCHWERDT in Berlin. 


1. Einleitung. Ueberlagerung von Leitertafeln. Die Herleitung skalen- 
nomographischer Tafeln erfolgt zumeist in der Weise, daß eine vorgelegte Funktion in 
eine gewisse Normalform umgewandelt wird, für die ein zugehöriger Typ von Leiter- 
tafeln bekannt ist. Derartige Typen bestehen zunächst nur für Funktionen von drei 
Veränderlichen. In allgemeineren Fällen muß die gegebene Funktion durch Einführung 
von Hilfsvariablen in darstellbare Teilfunktionen dreier Veränderlichen zerlegt werden; 
die zugehörigen Teiltafeln sind dann unter Verwendung von Zapfenlinien so zu über- 
lagern, daß die Hilfsgrößen zahlenmäßig nicht in Erscheinung treten. Dieses bekannte 
Verfahren der Zapfenlinie, das in letzter Zeit durch Hak') und besonders in der 
Kretschmerschen Konstruktion ’) eine schöne Auswertung gefunden hat, stößt aber 
bisweilen auf Schwierigkeiten; seine Anwendbarkeit ist nämlich an die Bedingung 
geknüpft, daß der Hilfsgröße (z) in allen Teiltafeln, in die sie eingeht, auch dieselbe 
Funktionsskala (Leiter) zugehört, und dieser Bedingung läßt sich nicht immer genügen. 


Es sei beispielsweise eine Funktion 


ed ee Ar er 
gegeben, in der «, f,.. selbst Funktionen?) bedeuten können. Dann läßt sich wohl 
eine Zerlegung = Y7+d . ....() wär, .;. 2. IM 





durchführen. Hier kann ohne weiteres für (2) eine Leitertafel mit parallelen Trägern 
angegeben werden, in der z als regelmäßige Teilung (reg :) erscheint. Es gibt zwar 
auch Leitertafeln für (3), denen die Teilung reg z zugrunde liegt; da sie sich jedoch viel- 
fach den vorgeschriebenen Bereichen nicht hinreichend anschmiegen, erweist sich unter 
Umständen auch für (3) eine Tafel mit parallelen Trägern als notwendig, in der die Hilfs- 
variable dann aber als log z auftritt. In einem derartigen Fall kann eine Zapfenlinie nicht 
verwendet werden; man muß vielmehr einer Teiltafel (2) den Zablenwert z entnehmen und 
weiterhin denselben Wert z auf einer anders geteilten Leiter in (3) suchen. (Beispiele 
dieser Art sind in den Anmerkungen belegt ) Durch die notwendigen Interpolationen und 
den Wechsel der Leitern gestaltet sich auf diesem Wege die Benutzung einer Tafel aber 
unhandlich. Man zieht daher vor, wenn 7 und Ö selbst und in den einfachen Zahlenwerten 
bekannt sind, den Wert = y + Ö durch Nebenrechnung, also überhaupt ohne graphische 
Tafel zu ermitteln *). Aehnlich verfährt man in allen Fällen, in denen der Wertevorrat einiger 
Veränderlichen sich auf wenige, glatte Werte beschränkt, und erreicht dadurch oit erhebliche 
Vereinfachungen des graphischen Bildes’). In diesem Zusammenhang wäre auch der sog 





I) Hak, Zeitschr. f. angew Math. u. Mech., 19’1, H 2, S 154ff 

3) Kretschmer, Werft, Reederei und Hafen, Bd 4, 1921, H 2, S 31 bis 35. 

3) Die Form (1) stellt nur ein Beispiel dar. Für diesen Typ läßt sich leicht e'ne Leitertafel 
überhaupt ohne Zapfenlinie angebın Vergl z. B. Schwerdt u Loebe, Meieorolog. Zeitschr. 1921, 
S. 139 bis 142. 

4) Schwerdt, Belastbarkeit von Flachmaterial, ETZ Bd. 43, 1922, S. 779. 

5) W. Loebe, Feinmechanik Bd. 1, 1922, Nr. 10, S. 151. 
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Sprung von z auf z+ 1 zu erwähnen!) ?).. Im allgemeinen bleibt aber, besonders wenn 

und Ö Funktionen sind, der Uebergang von einer Leiter fı (2) zu einer anderen 
Leiter fa (z) doch notwendig. Hak’) hat zur Erleichterung dieses Ueberganges Richtungs- 
linien (von anderen Leitlinien genannt) vorgeschlagen. Wenn bei geschickter Anordnung 
das Gesamtbild der Tafel hierdurch nicht an Ukbersichtlichkeit leidet, so gewährt dieses 
Hilfsmittel gewiß einige Erleichterung. 


2. Definition der Gleitkurve und Bewegungsvorschrift. In gemeinsamen 
Arbeiten mit Herrn v. Pirani wurde Verfasser schon im Frühjahr 1919 auf ein Verfahren 
geführt, den Uebergang von einer Leiter /ı (2) zu einer anderen fs (z) graphisch zu be- 
wirken, und es hat sich bei weiterer Untersuchung herausgestellt, daß auf diesem Wege 
ein neues Darstellungsmittel von umfassender Allgemeingültigkeit gewonnen wird. 

Die Abb. 1 zeigt Ausschnitte aus den Leitern 








A=reg: und B=logz, wobei die Zeicheneinheiten 5 A 
zunächst belanglos sind. Man denke eine Gerade -... 
(Ableselineal) derart bewegt, daß sie auf beiden Leitern m r 
jeweils die gleichen Argumentwerte 2 bestimmt. In . 2 
der Zeichnung sind zwei Einzellagen für = 53 und Dr, .., 
©—= 7 festgehalten. Dann wird die Schar sämtlicher + u 
erzeugten Einzellagen von einer Kurve @ umhüllt, die Ys > .- 
bewegte Gerade gleitet (als Tangente) an der Kurve G, 4 ER 0% 5 
die wir als Gleitkurve bezeichnen. Bekannte Ueber- * Br 
legungen aus der Bewegungslehre zeigen, daß auch in F u 
allgemeineren Fällen stets eine Gleitkurve bestimmt ist, En (272975®) BEN 
wenn nur den (auch krummlinigen) Teilungen A und B Vag 2] FR, 
stetige Funktionen zugrunde liegen. u. wg 
Satz I: Eine Gleitkurve vermittelt den Uebergang Abb. 1 


von einer Teilung fı (2) zu einer anderen /; (2). 


Wir haben die Teilungen A und B als vorhanden (ausgeführt) vorausgesetzt und 
aus ihnen die Gleitkurve abgeleitet. Es sei nun auf irgendeine Weise die Kurve @ ge- 
gegeben. Dann können wir davon absehen, die Teilungen A und B auszuiühren, die 
Gleitkurve ermittelt auf dem (teilungslosen) Träger B den Punkt, der dem auf Träger A 
gewählten Punkte zugehört. Damit 
ist aber erreicht, daß eine Zapfen- 
linie A in eine ebenfalls teilungs- 
lose Zapfenlinie B anderer Struktur 
ohne Benutzung von Zahlenwerten 
rein graphisch übergeführt wird. G 


In Abb. 2 ist in dieser Weise 





eine Zapfenlinie A, der die Funktion 2? - zZ o B/sinz] »7 
zugrunde liegt, zu einer anderen rn 
Zapfenlinie B mit der unterdrückten 

Teilung sinz durch die beiden Zweige 6 R 


der Gleitkurve @ in Beziehung gesetzt. 
Um die Zeicheneinheiten und die Lage- 
verhältnisse hervortreten zu lassen, 
sind die Argumentwerte O und z/2 
auf beiden Linien angegeben. Wählen 
wir irgendeinen Punkt auf A, der einen A/g? 
bestimmten, wenn auch unbekannten 








Zahlenwert =? darstellt, und drehen u 7 
das Lineal um diesen Punkt, bis 

es die Gleitkurve berührt, so be- 

stimmt es auf B einen Punkt, der Abb. 2 

einen zugehörigen, aber unbekannten 

Zahlenwert sin z bedeutet. Etwa Da) 


in der Gegend z/3 würde im Bei- 
spiel der Abb. 2 die Lage des 


I) Ulf. Meyer, ETZ Bd. 42, 1921, Nr. 43, S. 1225. Mitt. d. telegraphentechnisehen Versuchs- 
amtes Bd. IX. 
?) Hak, lc. ferner M. Reishaus, Präzision, Bd. 1, 1922, S. 386, 
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Lineals praktisch nicht hinreichend definiert sein. Man führt in derartigen Fällen eine 
Richtungslinie (A) ein '). 


3. Berechnung der Gleitkurve. Bei der Herstellung einer Leitertafel sind die 
Funktionen, die den Zapfenlinien A und B zugrunde liegen, zumeist in geschlossener 
Form bekannt. Es wäre also denkbar, im Entwurf der Tafel die Funktionsskalen A = fı (2) 
und B= f, (z) wirklich auszuführen und die Gleitkurve auf Grund der angegebenen 

| Bewegungsvorschrift als Hüllkurve zu zeichnen 








r g o Es erscheint natürlich wünschenswert, eine Gleit- 
ei | | kurve auch punktweise zu gewinnen. Wir legen einer 
| de Leitertafel ein rechtwinkliges, cartesisches Bezugssystem 
70/1-logz | | Bu zugrunde. Zur Vereinfachung des Rechnungsganges wird 
Um ‚in . man die Lage dieses Systems jeweils den besonderen 
| N Verhältnissen anpassen. So würde in Abb. 1 der 
Ur - 0-Punkt etwa in den Punkt 0 der Leiter A zu legen 
TER sein, die positive (also nach unten gehende) Richtung 
| dieser Leiter als positive Y-Achse, die Gerade 0 (A) >10(B) 
7 als positive X-Achse gewählt werden können (Abb. 3). 
Abb. 5 Die Leitern werden dann durch folgende Angaben 
bestimmt: 
l‚eiter A: Träger: 0, Leiter B: Träger: u = 8, 
Teilung: yı = z, Teilung: „» = 10: (1 — logz). 
De Gleichung der beweglichen Geraden lautet: 
y-y) (an) = (yp —yı)'(@ a 3 5 vu 
unter Berücksichtigung der besonderen Werte demnach: 
F(«, y; z) =- nieht s— y pm V „. 4 \ (4a) 


Man erhält die Hüllkurve der durch Fir, y;sz) = 0 dargestellten Geradenschar in be- 
kannter Weise durch Bildung der Ableitung 


OF OF z /10 -loge , 
n— () i : i (5), den 2 ( 5 ER ı) + 1 = 0 (5a). 


Hieraus ergibt sich unter Einführung des Zahlenwertes von loge: 


R 14,34 — 10 - log z it 
ie 2) PER y——- > as 5 
1,34 4,34 
| + 6 


- . 
5 - 


- 
25 


Die Ausdrücke (6a) und (Ta) zeben die Gleitkurve in der Parameterdarstellunge. Dies 
ist als besonderer Vorteil unseres Verfahrens anzusehen. Wenn nämlich die Elimination von 
kein einfaches Funktionsbild @ (z,») = 0 für die Gleitkurve liefert, gewährt die geschlossene 
Form der Kurvengleichung weder für die Diskussion noch für die numerische Berechnung 
ireendwelehe Vorteile. Handelt es sich uın leicht diskutierbare Kurven, bei denen der Verlauf 
aus gewissen geometrischen Eigenschaften erschlossen werden kann, wie z.B bei den Kegel- 
sehnitten, so ist der Uebergang von der Parameterdarstellung zur geschlossenen Kurvengleichung 
ohne Schwierigkeiten ausführbar. 

Im allgemeinen Falle gestaltet sich der Berechnungsgang wie folgt: 

Die Träger A und B seien gegebenenfalls auch als krummlinig vorauszusetzen; 
jede Leiter wird dann durch zwei Funktionen bestimmt, entweder durch die Gleichung 
des Trägers und eine Teilungsfunktion oder durch zwei Teilungsfunktionen: v = f(z), 
y= g(z). Die Angaben des soeben erledigten Beispieles lassen beide Auffassungen zu. 


Leiter A: u = fı (2), yı= gı (2), Leiter B: u = fa (2), pa = g: (2). 
Aus (4) ergibt sich, wenn die Argumentbezeichnung z fortgelassen wird: 
Fay2) eng) ylh-A+thnngh=0 .. . 4), 
und (5) geht über in 
)F 


tip) ı- A) -hgaghtafh=t. . 6) 


') Mit Rücksicht auf die Periode der Sinusfunktion und darauf, daß x? eine gerade Funktion 
ist, muß der Uebergang von A nach B und umgekehrt mehrdeutig erfolgen. Die Gleitkurve bestimmt 


unter Umständen mehrere Laren des Ableselineals, 
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Diese beiden Gleichungen liefern dann, am einfachsten mit Hilfe von Determinanten, 
die allgemeine Lösung: 


FERERE 8 y=yı() ... (0 
Schon diese elementare Auffassung der Gleitkurve vermag den Leitertafeln einen 
erößeren Anwendungsbereich erschließen: 


Satz Il: Es können Teiltafeln mit Zapfenlinien verschiedenen Anufbanes stets so 
überlagert werden, daß der graphische Rechnungszang einheitlich bleibt. 


4. Erweiterung des Begriffs der Gleitkurve. Gleitkurventafeln. In Abb. ı 
wird die Gleitkurve auf Grand der Vorschrift entwickelt, die Ablesung des Argamentes 
auf A sei mit der Äblesung des Argumentes auf B identisch. Es ist aber nicht erforder- 
lich, daß die Ablesungen übereinstimmen, wir können vielmehr verlangen, daß auf B 
irgendeine vorgelegte Funktion von : abgelesen wird, ohne Rücksicht auf den zeichnerischen 
Aufbau der Leiter B Diese Erkenntnis ist nun in praktischer Hinsicht außerordentlich 
fruchtbar: es läßt sich also auf beliebigen Leitern Az) und B(w) jede Funktion 
w —= F(z) mit Hilfe einer Gleitkurve darstellen. Es enthalte Z#' einen Parameter y, dann 
ist die Gestalt und l,age der Gleitkurve von ww und z unabhängig. Aendert sich dagegen 7, 
so ändert sieh auch die Gleitkurve, und wir erhalten in der Ebene der Leitern A und B 
eine Schar von Gleitkurven Gi, @s, . . ., wenn 7 die Werte yı, Y» . . . durchläuft. 

Damit gewinnen wir den 

Satz Ill: Jede Funktion zwischen drei Veränderlichen kann in einer Lieitertafel mit 
beliebig unterteilten und gelegenen Leitern und einer Gleitkurvenschar 
dargestellt werden (Gleitkurventafel). 

Es bietet sich naturgemäß sofort die Frage dar, in welchem Maße dieser sehr 
wei'gehende Satz III von praktischer Bedeutung ist. Für die Darstellung einer Funktion 
F(«,ß,y) = 0 schlechthin erübrigt sich die Erörterung dieser Frage; es bestehen genug 
brauchbare Tafeltypen für Funktionen dieser Art, sodaß kein Anlaß vorliegen dürfte, 
eine Gleitkurventafel mit diesen Darstellungen in Wettbewerb treten zu lassen. Wir 
haben aber in der Praxis vielfach die Aulgabe zu lösen, ein (simultanes) System von 
Funktionen zu behandeln. Für die Funktion 


BER Bi; . - ei ($) 
sei eine brauchbare Lieitertafel entworfen, und zugleich werde die Lösung 
Feat. . .. . (9) 


verlangt. Es ist dann möglich, daß sich bei dem für 47 = 0 notwendigen Aufbau der 
Leitern die Funktion #'= 0 nicht darstellen läßt, oder daß sich für F überhaupt keine 
l.eitertafel im engeren Sinne ergibt. 

Im vorliegenden Falle müßte also für (9) eine besondere Tafel (L.eiter- oder Netztafe!) 
entworfen werden. Dieser Umstand ist für die Benutzung eines derartir zusammen 
gesetzten Nomogramms insofern außerordentlich lästig, als dieselben Werte « und 
auf verschiedenen Leitern verschiedener Struktur gewählt werden müssen und 
gegebenenfalls die graphische Rechenvorschrift in den einzelnen Teilen der Darstellung 
verschieden ist. 

Diese Nachteile werden in einer Gleitkurventafel völlig vermieden. Wir können 
daher die praktische Bedeutung des Satzes III dahingehend kennzeichnen: 

Satz IV: Da sich für jede Funktion F(«,,y) = 0 eine Gleitkurventafel mit beliebig 
geteilten Leitern A(«) und B(?) entwerfen läßt, kann im Rıhmen einer Leiter- 
tafel H(«,P,Ö,8,..)—= 0 mit Hilfe einer Gleitkurvenschar die Funktion #' durch 
dieselbe Lage des AÄbleselineals dargestellt werden, die für 7/7 gilt. 


5. Durchführung eines Beispieles. Die Erwärmung einer elektrischen Maschine 
steigt unter den üblichen Voraussetzungen über Energiezufuhr und Abkühlung nach der 
Funktion a A ed an: A GE EN BE [T.; 


an, in der ? die Zeit und 7 Temperaturen bedeuten (Abb 4). Für die Praxis ist zunächst 
die Ermittlung von 7’, ausschlaggebend; # ist bei der Verschiedenheit der möglichen 
Versuchsanordnungen in außerordentlich weiten Grenzen variabel. Daher wurde eine 
Tafel auf Grund der Festsetzung entworfen, daß nach beliebiger Zeit !, die Temperatur 7, 
nach der doppelten Zeit f = 2-/, die Temperatur 7, gemessen werde, Die Zeit # tritt 


dann in der Leitertafel unnnittelbar nicht mehr in Erscheinung, und es wird in üblicher 
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Weise aus 7, und 7%, die stationäre Temperatur 7, gefunden, wie das in Abb. 4 ein- 
gezeichnete Beispiel erkennen läßt. Die Herleitung des besonderen Tafeltyps würde den 
Rahmen dieser Arbeit übersteigen. Es handelt sich jetzt darum, auch die Zeitkonstante 

des Vorganges zu berück- 








72 sichtigen, und zwar soll dies 
30 mit derselben Stellung des 
29 Ableselineals erfolgen. Die 
28 Zeit {,, nach der sich der 
27 Endzustand merklich ein- 
26 stellt, wird in Y-Einheiten der 
für 73 gewählten Zeit 
er gemessen und in bekannter 
u Weise gleich der 7-fachen 
23 Zeitkonstante angenommen. 
22 Es tritt also der Faktor y 
en 27 als Begleitwert auf 
% 20 „=. -rh (11). 
19 - 
EZ Setzen wir : 
u e z=1-e ! (12), 
Rn so folgt aus (10): 
> 2 I, = 7,'’»’ (13). 
= In der Leitertafel sind 
18 . die Teilungen 7, und 7 
r nu durch folgende Angaben be- 
Y 7, 7 stimmt, aus denen auch zu- 
0 a 70 gleich die Lage des Bezugs- 
77 a Pa 9 an 9 systems hervorgeht (Zeichen- 
12 I en an Aare 
Es ‚ u ne N 8 einheit 1 dm): 
I 7a “ M BEER 2 . rn 
175 ar AT aa a TE, > GE. Leiter 7,: = —1, 
FR, 27 ai > Kr Yyı = 10/7; 
| 20 BE RER pa. w\ 5 Leiter %: on = + I 
| ww 7, x R N y = 0,1- 7. 
TE ea 3 Unter Berücksichtigung 
| DH —— Pi von (13) lautet die Gl. (4) der 
Fuge? r Ablesegeraden nach einigen 
Umformungen: 





F=0,1:T3’(c&+1)— 2yT; 
— 10:2? — 1) = 0 [s.(12)]. 


Für einen bestimmten Wert y ist z’ konstant, daher ist für eine Gleitkurve die 

die Größe 7, als Parameter der T'angentenschar anzusehen 
Oo) F 
7-2 Bla +1) 23ym0. 


Die Elimination von 7% ergibt endlich die Gleitkurve in geschlossener Form: 
g g 


92 


Kr N At Ar 


Eine Gleitkurve für den festen Wert z ist demnach eine zwischen den Leitern 7', 
und 7, gelegene Ellipse mit den Halbachsen 1 und =. Bei Veränderung von z ergibt 
sich eine konzentrische Ellipsenschar mit gemeinsamer Hauptachse. Die Beziiferung wird 
naturgemäß unmittelbar nach 7 vorgenommen. 

Mit Hilfe der Werte z lassen sich die Ellipsen nach bekannten Konstruktionen 
entwerfen. 


Gleitet für eine Ablesung 7, > 7, >T, das Lineal an der Kurve 7, so tritt der 
stationäre Zustand merklich nach der Zeit {, =}: ein. 
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Für die zeichnerische Herstellung von Kurvenscharen sei auf das Verfahren von 
Pirani') verwiesen. 


6. Dualität und ihre Bedeutung für die Nomographie. Die bisherigen 
Darlegungen haben gezeigt, welcher außerordentlich hohe Grad von Allgemeinheit den 
überlagerten Leiter- und Gleitkurventafeln zukommt, und das in Abb. 4 wiedergegebene 
Beispiel läßt erkennen, wie schmiegsam das Prinzip der Gleitkurven ist. Das Prinzip 
selbst hängt eng mit den Grundlagen der Nomographie überhaupt zusammen, sodaß man 
seine Bedeutung sowohl in praktischer als auch theoretischer Hinsicht nur im Zusammen- 
hang mit diesen Fragen erörtern kann. Dazu ist es aber vorteilhaft, einen Begründungsweg 
einzuschlagen, der von den üblichen Verfahren abweicht. 

Die für jede graphische Tafel gültige Rechenvorschrift bezeichnet man als Schlüssel. 
In einer Netztafel der Funktion F(«@,ß,y) = 0 bestimmen eine Linie « und eine Linie 
einen Punkt, der seinerseits die Linie y festlegt. In einer Leitertafel für dieselbe Funktion 
entspricht diesem Schlüssel die Vorschrift, daß ein Punkt @ und ein Punkt ? eine Gerade 
bestimmen, die ihrerseits den Punkt y ermittelt. Diese Zuordnung der Schlüssel weist 
auf das Prinzip der Dualität. Wollen wir die Theorie der lieiteiıtafeln auf Grundlage 
der Dualität entwickeln, so müssen wir von Netztafeln mit Geradenscharen ausgehen. 
Diese Darstellungen sind (zum Zwecke der vorliegenden Begründungsweise der Skalen- 
nomographie) in einer früheren Arbeit eingehend untersucht worden’), sodaß im folgenden 
auf die Ergebnisse zurückgegriffen werden kann. 

Die Aufgabe erfährt die Formulierung: Es sei eine Netztafel gegeben; wie wird 
sie in eine Leitertafel verwandelt und wie verändert sich dabei der Schlüssel? 

Wir werden die Lösung zunächst für geradlinige Netztafeln entwickeln, und es 
wird sich im weiteren Verlaufe zeigen, daß das Gleitkurvenprinzipdie Umwandlung 
allgemeiner Netztafeln mit beliebigen Schlüsseln in Leitertafeln vollzieht. 


7. Konstruktion von Leitertafeln mit Hilfe von Pol und Po'are. ver ein- 
fachste Weg, die duale Zuordnung durchzuführen, besteht in der Konstruktion von Pol und 
Polare in bezug auf einen Kegelschnitt. 

Als erstes Beispiel werde die Kon- n 
struktion in bezug auf einen Kreis 
segeben (Abb.5). Die Geraden der Chene- p 
vierschen Strahlentafel mit gestreckten | 
Zeicheneinheiten, die das Produkt y= a-# \ 
darstellt, werden in ihre Pole in bezug ö 
auf den Kreis um © abgebildet. 030807 06 05 04 
Die Geraden « = konst sind parallel, 0,9 Kur BEER Ir og 
sehen also durch einen (uneigentlichen) Z, 
Punkt; daher liegen auf Grund bekannter 
Sätze im dualen Bilde die Punkte AR oo 
e = konst auf einer Geraden. Dasselbe gilt 1 
für die Geraden und Bildpunkte y = konst. 2 | 
Die Bildpunkte 8 = konst. haben als Träger _ J FRE > 
die Polare von Oı. Das Ergebnis ist «dem- y Y 
nach eine Fluchtlinientafel mit geradlinigen ta 
Trägern. Der Schlüssel ist in der Netztafel 
für 4—= 08.5 durch Zeichnung hervor- 6 
gehoben. Im dualen Bilde entsprieht dem 
Ablesepunkt ? die Ablesegerade !. Die Abb. 5 Y 
ist rein konstruktiv entworfen worden, die 
sinngemäße Anwendung der Abbildungs- 
sätze gewährt für die einzelnen Schritte 
der Zeichnung erhebliche Vereinfachungen. 0,0 1724/3539) ER WER EN HR: SEN RED FEB 
Jede beliebige Netztafel mit Geradenscharen MW 05 06 07 08 09 & 
läßt sich auf diesem Wege in eine Leiter- 
tafel abbilden, wobei der funktionale Zu- Abb. 5 
sammenhang völlig unbekannt sein kann. 

Wir sind daher auch in der Lage, empirisch gewonnene Netztafeln mit beliebig verzerrten 
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Koordinatenlinien (z.B. Logarithmenpapier, Dispersionsnetz u dergl.) in Leitertafeln überzuführen. 


Besonders einfach gestaltet sich die Konstruktion, wenn die duale Abbildung «durch eine 
Parabel bewirkt wird, da in diesem Falle die bekannten Eigenschaften der Subtangente und 


I) Pirani, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1923, S. 235. 
*) Schwerdt, Physik. Zeitschr. Bd. 18, 1917, S 45 bis 53. 
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Scheiteltangente benutzt werden können. Die Parabel ist ferner typisch für die Ueberführung 
eines rechtwinkligen Netzes in zwei parallele Leitern, sie liefert uns also Fluchtlinientafeln 
nach Art der bekannten Grundform. 

Das Netz, von dem wir in Abb. 6 ausgehen, ist das bekannte doppelt-logarithmische 


Papier 10 log, 10-log 5, in welches die spezielle Lalannesche Multiplikationstafel y=a:ß 
eingezeichnet ist. Die Lage dieser Tafel in bezug auf die Abbildungsparabel 
y’= 10°, (p = A) z . . . . . . . . . . (15) 
wird so gewählt, daß der O-Punkt (also @« = 1, 32 =1) auf der Achse der Parabel 15-Einheiten 
nach links verschoben und das Netz um 45° gedreht ist. Daher sind die Geradenscharen wie 
folgt bestimmt: y X (10-V2-loga BR N ee. 
B— nn +0 Ve meh 19: ;- 3,775 er 
‘= 5:12 -logy 15 23. re 
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Abb 


Die Beziehung zwischen Pol und Polare folgt aus (15): 
yv-y=5'(X\-+x) ee u ) ER 
Sehen wir X und Y als laufende Koordinaten an, so bedeuten = und y die Koordinaten des 
Poles zur Geraden (19). Wir haben also 


RL BEE NN a ee 
Y Y 


der Reihe nach mit (16) bis (18) in Uebereinstimmung zu bringen, um die den Geraden- 
scharen abis y zugehörigen Punktreihen (Leitern) zu erhalten: 


#) 
wi Fans 
Y Träger: „=-+5 
({) / 
Ba \ leilung: x; = 15 — 10: Y2 log. 
= 15 — 10 -YV2 -loga 
Yı 
5 \ 
= 1 PN 
Y2 Träger: „= —5 , 
) / N r 
53 Ri \ Teilung: 232 = 15 — 10° v2 log» 
-10V2 loxr 3 10 
/o 
Y Y3 \ 
[2 = — v3 
«) m.,* 
fräger: 9a = 0 
) 93 . WR -- 
iu 0 | Teilung: 23 = 15 —5 Y2logy 
) 
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Sehen wir von der konstanten Verschiebunz um 15 ab, so erkennen wir, daß wir die 
Grundform der einfachen Leitertafel mit parallelen abstandsgleichen Skalen gewonnen haben. 


8. Allgemeine Abbildung von Netztafeln in Leitertafeln. Die Zuordnung 
zwischen Netz- und Leitertafel auf Grund der Sätze von Pol und Polare hat den Vorzug 
besonderer Anschaulichkeit. Will man aber in der Praxis zu Leitertafeln mit handlichen 
Abmessungen und Lageverhältnissen gelangen, so ist es häufig schwer, den geeigneten 
Kegelschnitt in günstiger Lage zu wählen. Führt man den allgemeinen Rechnungsgang 
in bezug auf einen Kegelschnitt durch, so gehen in die Abbildungsgleichungen die 
Korstanten des Kegelschnittes ein, während es den praktischen Bedürfnissen entspricht, 
die Konstanten der gewünschten Leitertafel von vornherein zu überschauen. Es ist daher 
ein allgemeinere Rechenverfahren am Platze, das die genannten Vorteile besitzt und 
zudem in seinen Ergebnissen symmetrisch erscheint. 

Wir denken die Netztafel in einer Ebene E, in der das Bezugssystem (X, Y) wie 
oben gegeben sei. Die Leitertafel liege in einer Ebene e mit dem Koordinatensystem (x, y). 
In der Ebene E wird die Gerade L 

X-U+Y V+1=0 
durch ihre Linienkoordinaten U und V bestimmt. Die entsprechenden Bezeichnungen 


sollen in der Ebene e gelten. Dann wird die Abbildung der Punkte P und Geraden Z 
der Ebene E in die Geraden ! und Punkte p der Ebene e durch die folgenden Gleichungen 


bewirkt: aıX+amY+ az Aı U+ 42V + Aız 


U == Da 
azı X + azga Y + a33 | (20) Azı U+ Aga V + Asa \ (2 ) 
agı X + agga Y + aa \ ai Ayı U+ Aga V + Asz \ er 
[2 =— r ‚ Y un r 4 
a3ı X +a32Y + as3 Azı U+ Ag2a V + As 
Hierin sind die Koeffizienten A;, die den Elementen a;. complementären Unter- 
determinanten von di Ar ri | 
a = |Ası Asa Anz Tr i i ; N (22). 
d3ı Asa A33 
Wir gebrauchen ferner folgende Bezeichnung: 
A, Aıa Aı3 
A = Ası Asa As; a ’ A (23). 


Ası As: As3 
Der Uebergang von der Größen A rückwärts zu a kann mit Hilfe der Gleichungen 


2a Am =\a,wenni=l,k=m, 
== 0, « —=|, k + m 
erfolgen, wobei wir den Satz von Cauchy A = a’ berücksichtigen. Da die Größen 


A und a durcheinander umkehrbar bestimmt sind, wird eine Abbildung durch die Angabe 
einer der Determinanten völlig definiert. Es hat sich als vorteilhaft erwiesen, die Deter- 
minante ‚A zu wählen. Der zur Verfügung stehende kaum gestattet nicht, die 'I'neorie i. e. 
zu entwickeln. Es können daher nur die wesentlichen Ergebnisse angedeutet werden, 
soweit sie für die Gleitkurventafeln von Bedeutung sind. Die Theorie wird an anderer 
Stelle ausgeführt '). | 


Wir haben zunächst die Abbildung eines rechtwinkligen, cartesischen Netzes auf 
zwei Leitern vorzunehmen, wobei wir das Netz selbst als Funktionsnetz voraussetzen: 
die Ä-Achse trage die Teilung fı («,), die Y-Achse die Teilung f («). In der Bildebene e 
möge die «Leiter mit der z-Achse zusammenfallen. Es gelten dann die Abbildungs- 
gleichungen: 

Aı3 fı (a) — Aıı 


c: Träger: u = 0, =.» Teilung: 2, = ; 24 
5 . , 8 u As3 fı (a1) — Agı | ); 
fü Aag Ag33 — Asoz Az2 A,3 fa (a9) — Aa | 
m Ze ze a 
x A _— A: D} A: B « f ( 9) En 26 
@;: TR, < Re I (25). 
F Asa Aız — Aıy As3 Az fa (a2) — As \ 
» = uU = 
| Aı2 Agz — Ayg Aı3 J Aa; fa (ag) — Asyg 


Im Anschluß an diese allgemeinen Gleichungen können nun Spezialisierungen 
vorgenommen werden, und zwar sowohl hinsichtlich der Lage der beiden Träger, als 





) Schwerdt, Lehrbuch der Nomographie, Berlin 1924, Julius Springer, $ 45 bis 47, 
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auch mit Rücksicht auf die Bildgerade des 0-Punktes in E, die sog. Nullgerade wo, ® in 
e. Auf diesem Wege ergeben sich gewisse Typen von Leitertafeln. So ist beispielsweise 
für die Abbildung auf parallele Träger die Determinante 


AAA 
A=/040 TE Sr 
AAO 


tvpisch, in der die fettgedruckten Giößen wesentlich von Null verschieden sind, während 
Ay, und Aı; (bei geeigneter Wahl von «. und v,) verschwinden dürfen. 

Wenn nun eine Netztafel gegeben ist, so bilden wir zunächst die Koordinatenlinien 
X —= konst und Y = konst mit Hilfe von (24) und (25) ab. Die besonderen Annahmen 
über die Lage der Träger sowie die im einzelnen Falle vorliegenden Bereiche führen zu 


einer zahlenmäßigen Bestimmung der Größen A (und damit auch a). Es ergibt sich also 
ein Schema nach Art der Determinante (26) 






































r . Korb 
mit bekannten Zahlenwerten. Dann ist Pin 
es aber möglich, zu jedem Punkt P=(X,Y) 30 Stundenanfall Bohrcmr 
2 ; - in mm 
und zu jeder Geraden L—(U,YV) auf Grund Mr | 26 
der Gleichungen (20) und (21) die Bilder 
zu finden. 23 
-25 
20 
20 
5 
° 
Abb. 7 /6 
R . N r 7/0 
Beispiel: In Abb. 7 ist eine von 
Herrn Eisner') angegebene empirische 
Netztafel über gleiche Stundenanfälle beim 
Bohren dargestellt. Durch die Verzerrungen, 
die in Zahlentafel I vermerkt sind, lassen we 
sich die Kurven 1 bis 10 in Geraden strecken, 8 
deren Koordinaten in Zahlentafel II zu- - 
sammengestellt sind. Abb. 8 
Zahlentafel IL Zahlentafel II. 
o | 
Teilung der X-Achse‘) | 
Kurve U | V 
Bohrdureh- Ahszisse Bohrdurch- Abszisse | 
messer in fı (a,) messer in fı (1) 
mm em mm em 1 0,675 +1250 
2 +0,128 0,978 
0 48 
26 0,6 19 9,2 ‚e ar 
j : t 050 095 
25 0,9 IS 6,9 z 
17 bil 5 044 070 
2. ' Aa f )4: 05 
24 1,3 16 9.0 ’ 043 59 
23 1,8 5 10.9 7 044 052 
22 2,5 u - n 045 046 
21 3.8 14 11,2 I 046 041 
20 1.2 13 12,0 10 050 047 





I) Eisner, Maschinenbau Bd. 1, 1921, S. 17. 
3, Die Teilung der Blechstärke bleibt regulär, 
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Um eine brauchbare Leitertafel zu gewinnen, in der die Längen der Teilungsbereiche 


und ihre Anordnung günstig sind, wird die Determinante (26) in der speziellen Form benutzt: 


— 30 0 —2 
A= 0 40 0 
— 1 2 0 


Es ergibt sich dann die in Abb. 8 entworfene Tafel, deren Konstruktionsdaten die 
folgenden sind: 


Bohrdurchmesser . . „. 21 =30 — 2: fi (aı), y=V(, 

Blechstärke . . . x. 9=fa(a), ya = 20, 
2+30'U —40°V 

Stundenanfälle . ... 9 = Ya 
U—2-V U—2'V 


Es läßt sich leicht überschauen, wie sich die Umwandlung einer allgemeinen 
Netztafel mit Kurven in eine Gleitkurventafel gestaltet. Eine in der Ebene E gelegene 
Kurve Y= gp(X) sehen wir als Hüllkurve ihrer Tangenten an, deren Koordinaten lauten: 

= + > 20ER Va — een En ’ 
Yı — Xıyp (Aı) Yı —Xıy (A) 
Hierin ist X, als Parameter der Geradenschar anzusehen. Wenn mit Hilfe von (24) 
und (25) die Abbildung des Koordiratennetzes bewirkt ist, kann auf Grund von (20) und 
(21) die duale Punktkurve ermittelt werden. Wesentlich ist dabei, daß (24) und (25) 
stets so angesetzt werden können, daß die Lage der Gleitkurve günstig wird. 

Die zuletzt angeführten Ergebnisse lassen nun die Bedeutung des Schlüssels klar 
hervortreten. In zahlreichen Netztafeln wird die Ablesung derart vorgenommen, daß 
man von ermittelten Zwischenpunkten längs gerader oder krummer »Rechenlinien« zu 
anderen Stellen des Blattes übergeht. Einer Geradenschar, welche diese graphische 
Rechenoperation vermittelt, entspricht in der dualen Leitertafel eine reine Zapfenlinie. 
Handelt es sich um krumme Rechenlinien, so erbalten wir in der Leitertafel die zu- 
gehörigen Gleitkurven. Damit ist die Aufgabe erledigt, eine allgemeine Netztafel in 
ein Skalentafel zu verwandeln: jede Netztafel läßt sich in eine Gleitkurventafel abbilden. 


9. Zusammenfassung. Bei der Darstellung von Funktionen dreier Veränderlicher 
in Skalentafeln blieb man bisher auf eine Anzahl einzelner Typen beschränkt. Mit Hilfe 
des Gleitkurvenprinzips lassen sich Netztafeln und Leitertafeln unter gemein- 
samen Gesichtspunkten zusammenfassen. Im einzelnen gelangen wir zu folgenden 
Ergebnissen: 

1. Leitertafeln mit Zapfenlinien verschiedener Struktur können mit Hilfe einer 
Gleitkurve überlagert werden. 

In einer Leitertafel können zahlreiche Begleitwerte durch dieselbe Stellung des 

Ableselineals ermittelt werden, welche die Hauptfunktion löst. 

3. Jede Netztafel mit Kurven und Rechenlinien kann in eine Gleit- 
kurventafel verwandelt werden. Dies ist unter anderem für empirische 
Schaubilder wesentlich. 

4. Gleitkurventafeln sollen nicht mit vorhandenen brauchbaren Darstellungen in 
Wettbewerb treten. Die unter 1 und 3 angeführten Fälle enthalten eine Fülle 
neuer Aufgaben, deren Lösung durch das Gleitkurvenprinzip erschlossen wird. 

Berlin-Schöneberg, im Juni 1923. 357 


LO 


Zur Theorie plastischer Deformationen und der hier- 


durch im Material hervorgerufenen Nachspannungen. 
Von HEINRICH HENCKY in Delft. 


legend für die Erkenntnis des Verhaltens plastischer Medien in der Nähe des elastischen 
Gebietes ist. Wegen der knappen Fassung der Arbeit und wegen der Wahl einer zur 
praktischen Rechnung wenig brauchbaren Plastizitätsbedingung ist die physikalische Be- 
deutung der Haar, v. Kärmän’schen Entwicklungen aber, wie es scheint, verkannt worden. 


l" Jahre 1909 haben Haar und v. Kärmän eine Arbeit veröffentlicht!), welche grund- 


!) A. Haar und v. Kärmän, Göttingen, Nachrichten math. phys. Klasse 1909, S. 204—218. 
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Im folgenden stellen wir uns die Aufgabe, die physikaiische Bedeutung dieses Ver- 
fahrens ausführlicher auseinanderzusetzen und zu zeigen, daß man auf diesem Wege tat- 
sächlich zu einem System von Differentialgleichungen gelangt, welches das ganze Gebiet 
der plastisch elastischen Gleichgewichtsprobleme beherrscht. Im Zusammenhang damit 
wird sich auch herausstellen, welche Bedeutung den Nachspannungen zukommt, welche 
nach einer plastischen Formänderung im Material zurückbleiben. 

Wir werden auf diese Weise zu dem Ergebnis kommen, daß die sogenannte Ver- 
festigung des Materials bei bleibenden Formänderungen sich auf zwei verschiedene Ur- 
sachen zurückführen läßt. Die eine hiervon ist eine Selbstverspannung des elastisch 
plastischen Materials, wodurch sich der Körper gewissermaßen gegen eine Wiederholung 
der plastischen Deformationen bei wiederholter Belastung und Entlastung schützt. Diese 
Verfestigung ist unserer T'heorie noch zugänglich. Die andere Ursache der Verfestigung 
dagegen hängt mit den Vorgängen in dem krystallinischen Kleingefüge oler mit den Ver- 
änderungen der molekularen Struktur zusammen, und läßt sich aurch unsere Theorie 
nicht erklären, wohl aber in dem Ansatz für die Plastizitätsbedingung angenähert 
berücksichtigen '). 

Die gewöhnlich als Plastizitätsbedingung eingeführte Hypothese von St. Venaut, 
welche die Plastizität von den größten Schubspannungen abhängig macht, werden wir 
durch eine andere ersetzen, deren Uebereinstimmung mit der Erfahrung durch neuere 
Versuche be:ser bewiesen ist. 


1. Die physikalisch mechanischen Grundlagen des Problems, an einem 
einfachen Modell entwickelt. Um gleich von vornherein das Feld unserer Untersuchung 
zu begrenzen, sei ausdrücklich vorausgesetzt, daß sowohl die elastischen als auch die 
bleibenden Formänderungen so klein bleiben, daß die Quadrate der Komponenten des Ver- 
zerıungstensors gegen die ersten Potenzen vernachlässigt werden können. Es gibt natürlich 
auch noch eine andere Form des Gleichgewichts, wobei die elastischen Deformationen 
vollkommen zurücktreten und die plastische Bewegung dadurch zum Stillstand kommt, 
daß die äußeren Kräfte durch Umlagerung der Angrifispunkte die Bedingungen des Gleich- 
sewichts schalien. Die Untersuchung derartiger Gleichgewichtszustände fällt aber nicht 
in den Rahmen dieser Untersuchungen. 

Ferner sei vorausgesetzt, daß die Formänderungen sich isotherm und langsam voll- 
ziehen. Die bei bleibenden Formänderungen entstehende Wärme denken wir uns ab- 
eeführt. sis zu welcher Größe der Formänderungskomponenten diese Annahme un- 
schädlich ist, kann unschwer angzenähert ermittelt werden. 

Der Haar, v. Kärmän’sche Ansatz geht von der Erkenntnis aus, daß bei jeder 
plastischen Deformation, die zu einem Gleichgewichtszustand führt, das Stillstehen der 
plastischen Deformationen nur einem elastischen Kern zu verdanken ist, der stets vor- 
handen sein muß, wo das Gleichgewicht ohne Wegnahme der äußeren Kräfte eintritt. Um 
einen besseren Einblick in das Wesen des plastisch elastischen Gleichgewichts zu be- 
kommen, wollen wir uns ein Mo lell konstruieren, an dem sich alle wesentlichen Vorgänge 
unschwer rechnerisch verfolgen lassen. | 

Dieses Modell ist in Abb. I dargestellt und besteht aus einem aus 3 Stäben 

zusammengesetzten, einfach statisch unbestimmten 
-—- Fachwerk, bei welchem die Querschnittflächen 

07 der Stäbe 1 und 2 sich wie 4:1 verhalten. 

| Fehlt der Stab 2, so ist offenbar ein 
S, plastisches Gleichgewicht für eine innerhalb ge- 








Rn wisser Grenzen willkürliche Last unmöglich, wir 
haben einen (srenzzustand des Gleichgewichts 
vor uns. 

vr Unter einem vollplastischen Zustand wollen 
Abb. 1 wir künftig (in teilweiser Verallgemeinerung des 


bisherigen Gebrauchs dieser Bezeichnung) einen 
Grenzzustand des Gleichgewichts verstehen, bei welchem wir den Spannungszustand 
unabhängig von den Deformationen bestimmen können. 


') Der Hauptteil der sogenannten »Verfestigung« dürfte sich auf Zähigkeitserscheinungen bel 
ehr langsamer plastischer Bewezung zurückführen lassen. Eine Theorie dieser Bewegung, welche die 
im folzendem entwickelte plastische Statik durch eine entsprechende »Dynamik« ergänzt, erscheint in 
dieser Zeitschrift. (Anmerkung bei der Korrektur.) 
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Bei unserem statisch unbestimmten Modell tritt dieser Zustand ein, sobald wir 
P=10fk — wobei 2 k als Grenzspannung für den einachsigen Spannungzustand festgesetzt 
sei — machen, denn in diesem Fall ist sowohl o, als auch = 2 \:. 

Wir unterscheiden nun die folgenden Gebiete: 


das elastische Gebiet von 0<P=<=4kf, 
das erste Stadium der Plastizität von ıkf<P=<skf, 
das zweite Stadium der Plastizität von Skf<=P<10kf. 


Es bezeichne: 0 die Spannung, die sich bei unbegrenzter Gültigkeit der Hookeschen 
Annahme ergeben würde; 


o’ die Spannung, welche nach Wegnahme der äußeren Last im 
System zurückbleibt; 


o die Spannung, welche den plastisch-elastischen Gleichgewichts- 
zustand charakterisiert. 
Dann gilt, wie man ohne weiteres einsieht, bis zu einem 0°’ < »/: die Gleichung 
RE nn a 
Den Zustand des plastischen Gleichgewichts, bei welchem 6°’ <= 2%, wollen wir das 
erste Stadium der Plastizität nennen; wird die Gl. (1) ungültige, so haben wir das zweite 
Stadium der Plastizität. 
Wir wollen die Gl. (1) zunächst für ?=8%kf durch direkte Berechnung 
nachweisen. 
Die Spannungen o’ sind in diesem Fall 
6, — —+ k Gy = + 4 k. 
Die wirklichen Spannungen findet man, indem man den plastisch «ewordenen Stab ? 
herausnimmt und durch die in ihm wirkende Kraft 2? kf ersetzt, zu 
G4=-+"hk 9=+2k&. 
Entlastet man nun, so ist Stab 2 zu lang geworden und muß deshalb mit Gewalt 
zusammengedrückt werden. 


Dabei entsteht infolge Verkürzung von Stab I! eine Verschiebung von D um 


. k h 
”/g ah-:-2=6k : 
E E 


Stab 2 sucht sich zu verkürzen um ?k 
m 


Es bleiben also 4 k - übrig und es ist eine Vorspannkraft \ nötig, welche die 


Gleichung erfüllt 


X el X.27 } e 
Je -.9—=4k odeX=2 kf, 
f+H ıf-E E 
. 0) k 0 
und somit ae = 0 — —ı2k. 
Die Gl. (1) aber fordert 
für Stab 1 la k= — k 


’ 02 2k=—2k+Ak. 
Damit haben wir einen wichtigen Satz über die Vorspannungen ') gewonnen. 


Ueberschreiten die Nachspannungen, die nach Wegnahme der l,ast 
zurückbleiben, nicht die Plastizitätsgrenze, so führt die plastische Ver 
zerrung des Materials zu einer Verfestigung durch Selbstverspannung der- 
art, daß bei einer zweiten gleichen oder quantitativ kleineren Last nur 
elastische Formänderungen eintreten. 


Die Geraden D'F' und D"F" in Abb. > stellen die Spannungsdehnungslinien bei 
wiederholter Belastung dar und zeigen, wie die Konstraktion gegen die »Krankheit« der 
Plastizität immun geworden ist, allerdings um den Preis einer bleibenden Deformation DD’ 


') oder Nachspannnngen. 
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7 h beziehungsweise DD". Mit Jh sind in Abb. > 
die lotrechten Verschiebungen des Punktes D 

A unter der Last P bezeichnet. 
/ / Steigern wir die Last P über 8/fk, so 
A / bleiben bei der Entlastung die Vorspannungen 
Pi # des Belastungsfalles 5 /k bestehen und es ergibt 
Y, / sich bei der ersten Belastung mit Entlastung 
| die Linie DFF"”D"D" Da sich aber die 
/ / plastische Verlängerung bei jeder Belastung 
/ / wiederholt und bei Entlastung wieder rück- 
En gängige wird, so ist klar, daß auf diese Weise 
/ der Stab 2 zerstört werden muß. (Es geht bei 
/ rt jedem Zykel eine Arbeit D'F’F”D"” in Wärme 

! 2? 2 über.) 

/ Dieser von uns als zweites Stadium 
/ ” IH bezeichnete Zustand führt also nicht 
7 Ah oHı gÄR zur Verfestigung, sondern zum lokalen 
E Bruch, wenn er öfters wiederholt wird. 


Abb. 2 Das Diagramm der Abb. 2, welches dem 

Spannungsdehnungsdiagramm analog ist, gibt 

uns auch noch Aufklärung hinsichtlich der verbrauchten Arbeit. Entlasten wir nach 
P—skf, so erhalten wir eine verlorene Arbeit von 


2kh „Ar 
6kf= 12K’ —. 
E E 
Die in dem Vorspannungssystem aufgespeicherte Arbeit ist aber 
| h” | a „hf 
4 = - 2 &k- 4f- 2 4 4 k-fh —4%&k‘ ? 
2E N 2E E 


Also nur der dritte Teil der Arbeit der äußeren Kräfte wird in Form von einem 
Vorspannungssystem in dem Körper aufgespeichert. Trotzdem erhöht die in Wärme um- 


\ * [7] hf . 4 [} 
gewandelte verlorene lÜnergie von 8 %k° - die Temperatur des Stabes 2 noch um keinen 


(irad Celsius. Die Annahme isotherner Formänderung ist also wohl zulässig. 

Die gewonnenen Einsichten lassen sich natürlich ohne weiteres auf den kontinuier 
lichen Körper übertragen. Wenn wir uns vorstellen, daß wir die plastisch gewordenen 
Spannungen aussondern und ganz wie äußere Kräfte behandeln können, erkennen wir, 
daß die Spannungsberechnung bei plastischen Zuständen leichter sein muß, da doch die 
Zahl der statischen Unbestimmtheiten herabgemindert wird. 

Wir erkennen, daß ein elastischer Körper bei Kintritt in den plastischen Zustand, 
der wie gesagt, nichts weiter ist als eine Herabminderung des Grades der statischen Un 
bestimmtheit des VProblems, imstande ist, einen Teil der Arbeit der äußeren Kräfte bei 
der ersten, mit plastischer Bewegung verbundenen Belastung in die elastische Energie 
eines Vorspannungssystems umzuwandeln. Dieses Spannungssystem führt zu einer er- 
höhten Widerstandsfähigkeit, so lange wir uns im ersten Stadium der Plastizität befinden. 
Die Fließgrenze wird gehoben, innerhalb des ersten Stadiums tritt keine weitere plastische 
Deformation mehr ein. 

Um indessen die Plastizität von kontinuierlichen Körpern mit Erfolg untersuchen 
zu können, brauchen wir eine Plastizitätsbedingung, und da wir Isotropie voraussetzen, 
kann die Plastizitätsbedingung nur aus den Urthogonalinvarianten des Spannungstensors 
sebildet werden. Zu ihrer Aufstellung wollen wir nunmehr übergehen. 


2. Die Plastizitätsbedingung. Bereits St. Venaut hat klar erkannt, daß 
’lastizität und Bruch zwei grundverschiedene Vorgänge sind, und hat demgemäß die 
Plastizität von dem Brucehvorgang scharf unterschieden. Der Bruchvorgang überlagert 
sich nun aber stets bei Versuchen, durch welche der Fließvorgangz beobachtet werden 
soll, über das Gebiet der plastischen und sogar elastischen Formänderung. Da es sich 
dabei gewöhnlich um feine, nicht näher wahrnehmbare Risse in dem krystallinischen Ge- 
füge handelt, ist eine Beurteilung der Versuche nicht so einfach. 

Von vornherein ist klar, daß ein hydrostatischer Druck oder Zug auf 
die Plastizität selbst keinen Einfluß haben kann. Wenn Zug Versuche einen 
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a 4 solchen Einfluß vortäuschen, so liegt das nur an der Störung, welche der (unsichtbare) 
e i Bruchvorhang hereinbringt. 
j Die naheliegendste Hypothese ist nun, anzunehmen, daß bei einer konstanten 
w Ä Energie der elastischen Gestaltsänderung die Plastizitätsgrenze erreicht wird, daß also 
gen i diese Verformungsarbeit das Maß der plastischen Härte ist. Eatsprechend der obigen 
gibt 4 Bemerkung über die hydrostatischen Druck- und Zugkräfte verstehen wir unter Verfor- 
ung | mungsenergie den Teil des elastischen Potentials, der unabhängig ist von den hydro- | 
die statischen Kräften '). 
tung Setzen wir noch als Plastizitätsgrenze für den einachsigen Spannungszustand die 
ück- Größe 2%k an, so erhalten wir als Plastizitätsbedineung (G Schubelastizitätsmodul) 
eise 1 - | k® 
bei DD = ls [(0z — 0,)?+ (0, — 0)? + (, — 0,)) +? ++ —=0 (2). 
irme ee G 

| Diese Plastizitätsbedingung hat zuerst in etwas anderer Form und Begründung 
| Herr v. Mises in eingr Abhandlung über Plastikodynamik’?) aufgestellt’). Sie läßt sich 
se vereinfachen, wenn man zu den Hauptspannungen übergeht. 
en | Mit 61, 03, 03 als Hauptspannungen wird aus (2) 
to 6?-+ 0%?+ 63? — 0,09 — 63053 — 0,10; —= 4k? ei er 

PEN Führen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit den Achsen o,, @%,, 0, ein, | 
gibt | so bedeutet die Gleichung (3) einen Kreiszylinder mit dem Radius 2KkV: , während die us 
nach Achse gleiche Wiukel mit den 2. 
positiven Koordinatenrichtungen f +h4 
einschließt. Diese Darstellung 4 
| des Spannungszustandes besitzt A i ‚ 
= für unsere Zwecke größere 3 
& Brauchbarkeit als die von Mohr 1 
| und erlaubt eine leichtere Beur- | '# 

| teilung der Versuchsergebnisse. of ıH 
ainem Alle Spannungszustände, 3 
‚ um- die Punkten im Innern des Kreis- El 

' zylinders entsprechen, liegen u; 
ERNnN & im elastischen Gebiet. Für die L’ ' 

‘ Punkte des Kreiszylinders da e7_ 2 
nuier , gegen haben wir den plastischen >. 
denen Zustand. Die Punkte außerhalb y Er 
ı wir, | des Kreiszylinders repräsentieren ia 
ch die unmögliche Spannungszustände. 4b 

In Abb. 3 ist der Sehnitt dieses ; 
stand, Kreiszvlinders mit der 6, 0,-Ebene ar 
n Un dargestellt. Die Schnittellipse be- 
te bei grenzt das plastische Gebiet des 
nergie E ebenen Spannungszustandes. Pr 
er er- Haben wir dagegen einen 
ra ‚ Zustand der ebenen Verzerrung, so wird 6 — "'""? und nach Einsetzen in Gl. (3) I 
stische m a‘ 
’ . m’ + 2m—?2 n 28% 

suchen WERNE ET Wil an nee AO 1 j 
Ben Die große Achse dieser Ellipse schließt mit den Koordinatenachsen gleiche Winkel "4 
EeNSOrS H Tim R : ww 

ein. Wir erhalten: für m—=2 große Achse = 2k® a 
t, daß £ m = 3 » — 2k Vi 1 = Ei 
äß die | mn —4 » » BR Vı: 
rlagert n = 0 = 2kV2 
werden 13 
es sich 3 ') Vergl. A. u. L. Föppl, Drang und Zwang, Bd.TI, S. 40 u. 51. 
ıen Ge- 2 Vergl. v. Mises, Göttinger Nachrichten 1913, 8. 582 bis 592. 

1 3) Bei der Diskussion dieser Plastizitätsbedingung auf dem internationalen Kongresse für ange 








wandte Mechanik in Delft im April dieses Jahres ergab sich, daß dieselbe bereits Im Jahre 1904 von 
Herrn M. T, Huber (Lemberg) aufgestellt wurde. Hinsichtlich Literaturangaben sei auf den demnächst er 
scheinenden Abdruck der Verhandlungen des Kongresses verwiesen, (Anmerkung bei der Korrektur ) 
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Die kleine Achse bleibt dem Radius des Zylinders gleich. Wir sehen hieraus, 
daß beim ebenen Verzerrungszustand alles von der Größe ın abhängt. Die Kurve für 
m = ®* ist identisch mit der Kurve für den ebenen Spannungszustand 03 = 0. Bei 
diesem ebenen Spannungszustand erhalten wir für 06, = ©, die Fließgrenze 0, = 0% —=2k, 


während amerikanische Versuche') etwa 2%k-1,2 ergeben. Dieser Unterschied ist aber 
wohl auf den Umstand zurückzuführen, daß die bei biaxialen Versuchen gewöhnlich ver- 
wendeten dünnwandigen Röhren senkrecht zur Walzrichtung eine andere Härte besitzen; 
auch die Walzhaut allein dürfte schon einen verzögernden Einfluß haben. Die beste 
Uebereinstimmung mit den Versuchsergebnissen dürfen wir in den beiden negativen Qua- 
dranten erwarten (mit einer positiven und einer negativen Hauptspannung). In der Tat 
zeigen neuere Versuche‘), daß das von uns angenommene Plastizitätsgesetz hier erfüllt 
ist und daß somit eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafür besteht, daß die Hypothese der 
konstanten Verformungsarbeit ebenso das plastische Gebiet beherrscht wie das Hookesche 
Gesetz das elastische. Für die Punkte Aı Aı' (Abb. 3), die den reinen Schub repräsen 
tieren, geben neuere amerikanische Versuche’) | 


6] = +t ) k 2 0,6; 09 + 2 k o 0,6 
im Durchschnitt, während wir 
6, = + 2 k ; 0,577; Öög == n- 2 k P 0,577 


erhalten. Die bisher allgemein angenommene Ansicht über den Mechanismus der plasti- 
schen Deformation, welche an dieser Stelle 0,5 ° 2% verlangt, wird durch diese Versuche 
auf das Bestimmteste widerlegt. Trotzdem steht aber die Hypothese der konstanten Ge- 
staltänderungsenergie mit der Ansicht, daß die Plastizitätsgrenze durch einen Maximalwert 
der größten Scehubspannung charakterisiert wird, in einem engen Zusammenhang. Diese 
letztere Hypothese drückt sich in den Gleichungen aus 
(1 — 9)?<4k?, HG’ ar’, GG)’ <a. . . 66) 

welche im 6, 03 0;-Raum die Gleichungen eines regulären sechsseitigen Prismas*) dar- 
stellen, dessen Schnitt mit der 6, 0,-Ebene in der Abb. 3 gezeichnet ist. 

Wir erhalten dabei das bemerkenswerte Resultat, daß unser Zylinder der konstanten 
Verformungsarbeit diesem Prisma umschrieben ist, daß also die bisherige Plastizitäts- 
hvpothese von St. Venant als eine erste Näherung weiter bestehen bleibt. Für den 
Fall der ebenen Verzerrung mit m= 2, ferner für rotationssymmetrische 
räumliche Probleme, bei denen das Spannungsellipsoid aus Symmetrie- 
gründen ein Rotationsellipsoid wird, sind beide Hypothesen identisch. 

Daß sonach durch unser neues Härtemaß «ualitativ dasselbe geleistet wird, wie 
durch die Theorien von St. Venant, Gnest, Mohr, bedarf keiner weiteren Ausein- 
andersetzung. 

Obgleich der Unterschied beider Annahmen nicht bedeutend erscheint, muß er beim 
yuantitativen Vergleich doch ins Gewicht fallen, denn die bei Annahme der Gl. (5) weg- 
fallenden Zylindersegmente enthalten gerade die intensivsten Spannungszustände und 
lassen daher für das räumliche Problem eines eindringenden Stempels’) eine wesentlich 
bessere Uebereinstimmung mit der Erfahrung erwarten, als die ist, welche mit der Gl. (5) 
erreicht werden kann. 


3. Die Differentialgleichungen des plastischen Gleichgewichts. Wir gehen 
dazu über, die bisherigen Einsichten in die physikalisch-mechanischen Vorgänge bei 
plastisch-elastischen Gleichgewichtszuständen zu Diiierentialgleichungen auszugestalten, 
welche die Gruppe dieser Naturerscheinungen beherrschen. Der mathematische Teil 
dieser Arbeit ist schon durch die bereits zitierte Arbeit von Haar und v. Kärmän vor- 
weggenommen, so dat; wir uns im folgenden eng an die Darstellungsweise dieser Autoren 
anschließen werden. 


I) Betreffend diese Versuche verrleiche die Schrift von H.M. Westerzeaard. On the Resistance 


of duetile materials ... . . in Journal of the Franklin Institut. May 1920, S. 627 bis 640. Besonders 
sei auf die Abb. 4 S. 654 hingewiesen. 

“, MH. Bonte, Z.d. V.d. I. Bd. 64, Nr. 51, S. 1071 bis 1072. Die Versuche von Bonte über 
deeken den Teil der Ellipse zwischen DA (Abb. 3), liegen aber etwas außer derselben. 

3) University of Illinois Bulletin. Becker, Steel onder biaxial loading vol. XIII, Nr. 32, S. 45. 
Seely and Putman, The relation between the elastie strenzths of steel, vol. XVII, Nr. 11, S.4 

ı) Verel. Westergzaaril, loc. eit. S. 637. 

) Diese Zeitschrift Bd. 3, 1923, S. 281 und L, Prandtl, Bd. 3, 1923, S. 406. 
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Die grundlegende Voraussetzung ist dabei, daß überhaupteinGleich- 
gewichtszustand eintritt. Da die Gleichungen, welche wir erhalten werden, nicht 
linear sind, so muß diese Voraussetzung ausdrücklich vorangestellt werden. 

Der Eintritt eines solchen Gleichgewichtszustandes, bei dem die Auflast innerhalb 
vewisser Grenzen willkürlich ist, setzt voraus, daß im Körper ein elastischer Kern vor- 
handen ist. 

Bei der Berechnung eines Fachwerkes oder eines ebenen Spannungsproblems können 
wir einen elastischen Kern als ganzes absondern dadurch, daß wir an der Grenze die 
plastischen Kräfte zu den äußeren Lasten zählen. Im Raum aber durchdringen sich die 
plastischen ünd elastischen Gebiete so, daß wir eine Aussonderung nicht ohne weiteres 
vornehmen können. Abgesehen von dieser Scheidung der Gebiete, die mehr äußerlicher 
Natur ist, haben wir auch eine Scheidung, die die Plastizitätsbedingung in jedem einzelnen 
Element vollzieht. Wir müssen uns dabei das Körperelement gewissermaßen als ein 
(refäß, gefüllt mit elastischer Verzerrungsenergie, vorstellen; wird zuviel Gestaltänderungs- 
energie hineingegossen, so läuft das Gefäß über, welchen Vorgang wir als Plastizität be- 
zeichnen. Wasaber einmal in dem Gefäß war, bleibt darin, solange die Neigung 
zum Ueberlaufen anhält. 

Da die Dilatations- oder Kompressionsenergie von vornherein rein elastisch ist, 
dürfen wir für die Energiedichte des elastischen Kerns (dieses Wort im weitesten Sinn 
verstanden) das elastische Potential setzen 

An — (0,+0,+ 0.)’ + — (+ Tr. + Ta — 0,0, — 0,5, — u . 66% 
wobei E der Elastizitätsmodul und @ der Schubmodul. Der Satz vom Minimum der De- 


formationsarbeit verlangt, daß das Integral Sf Ad dy .dz, erstreckt über alle Elemente 


des Körpers, einen Extremwert annimmt. 
Als Nebenbedingungen dieses Variationsproblems haben wir dabei die 3 Gleich- 

eewithtsbedingungen 
Or OTya OT, OTıy 00, ÖT:, OTzs OTyz IgG: 


L + —+ =0 M + -+- =0 N 


x Oy 2 x Oy Oz Ir Oy 2 
wobei wir die Massenkräfte der Kinfachheit halber weglassen und die Grenzbedingun« 
für die elastische Verformungsenergie ® = 0 nach (il. (2) einführen. Diese Bedingung 
multiplizieren wir mit der Ortsiunktion g und addieren sie zu dem Integral der elasti- 
schen Formänderungsarbeit. 


Sind «, v, w die elastisch-plastischen Verschiebungen eines Volumenelementes, 80 


= UV (7 ); 


haben wir nach den Regeln der Variationsrechnung!) das Integral fwazay dz zu einem 


Kxtremen zu machen, wobei 
W=A+lLu+Mv+-Nuw+y9P . ... 2.2.68). 
Die Größen «, v, w, p hängen allein von dem Ort x, y, z ab. Ihre Diiferential- 
uotienten nach den Spannungsgrößen sind Null’). 
Das Variationsproblem liefert in bekannter Weise 6 Diiierentialgleichungen vom Typus 
dW d OW ed) OW ( OW 


— E= — == () 


(Gr Ix (Gr Oy (GC; (2 Gr ’ 
() : cd co) 
)r Oy } 2 


welche nach Ausführung der Diiierentiationen in die Gleichungen übergehen 


„(A+gyP) u (A+gy®) $v u 
Oo = . @ = kei 
(6; Or’ OTzıy ı)r oY 
(A+yP) Dv A+pD) Du. dw 
O == s Oo === t- ’ . . . . (9). 
00, y Tx Oz ik, | 
(A+ Y <$D) (ww Ei I DD) (m ’ Ow 
ce) ü “ () — m. 
(6; ara OTyz (2 OyY 


Auch aus diesen Formeln sehen wir, daß die einfachste Plastizitätsbedingung, 
welche ein praktisch brauchbares Gleichungssystem liefert, nur eine quadratische Funktion 
der Spannungskomponenten sein kann. 

) Vergl. etwa Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Berlin 1922, S. 103. 
?) Unter diesen Umständen können die Ableitungen von y auch unstetig sein. 
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Wir führen nun noch den Verzerrungstensor ein, der mit dem Spannungstensor 
6,0, 0, Toy Tys, 7, nach dem Hookeschen Gesetz zusammenhängt, also 


VA OA OA OA OA OA 
= E. = Yıy - Bun — Yızy =E€, —— Yy 
(0, OTyy 00 OTx: I0; OTyx 


(10). 


Dieser Tensor &,, &,, &:, Ysy Ya /,. genügt aber natürlich nicht den Kompatibili 
tätsbedingungen der Elastizitätstheorie, er ist nicht aus dem Feld eines Verschiebungs 
vektors abzuleiten. 

Wir erhalten vielmehr mit Gl. (9 


op ou op e)y eo 

“ = >} ( - } Yzı 

J Bu; ()r ’ den ()r OIy ae / 
) IV OD ı)u BET} 

gq - e; P; — + - Y: 1). 
00 oy ÖTxs 2 ar, ‘ 
od Tr OD OVv Ow \ 

( ——— —— ( ze -+- 0 

J (0; Oz = Oz Iy .- 

Iın elastischen Gebiet ist 9 — (0 zu setzen. 


Rechnet man 9 aus der Plastizitätsbedingung ® = 0, so erhält man als Kenn 
zeichen, daß man sich im rein elastischen Gebiet befindet, ein negatives 9, als Kenn 
zeichen, daß man sich an der Grenze des rein elastischen Gebietes befindet, aber 9 = 0. 

Die Gleichung p = 0 ist also die Gleichung der Fläche, welche das rein elastische 
Gebiet von dem Gebiet der bleibenden Formänderungen scheidet. Die negativen Werte 
von g haben demnach keinen Sinn. 

Im plastischen Gebiet geben die Gleichungen (!1) die Komponenten des Ver- 
zerrungstensors an, der als bleibende lDeformation zurückbleibt, wenn man das Element 
ganz aus dem Zusammenharg herausschneidet und alle Spannungen wegnimmt 

Führen wir noch die Abkürzung 0 —= '/; (6, + 6, + 6,) ein, so werden die Diffe 
rentialsuotienten von D 


od | , ı)cD 1 N 
Oo 0); — ER 
(60% 2G OTyı G 
dep Br Od | 
—— (9, ErLE zu PR . . . . (12). 
(0, 2@G OTx: (r 
cd | d)ıp | \ 
—- (0 >) - 0 
00; )G d T ya G PR 


Setzt man diese Beziehungen in die Gl. (11) ein, so erhält man die gesuchten 
Ditierentialgleichungen der plastisch elastischen Deformation 


( Ä l 7 Io m + l ' ( 
ex ae Yy 4 l 
\ 7 
ur Ii+g / In | 
16, ‘) \ 
oy 0 " y+1 ) (13a). 
= [ 
\ + / 
Mu 1+9 ) x m + | ( 
= OÖ, Ö 
O0 2)G I = 1 
u + Ju 0Ow I+p vv Ow I +y | 
} Fu ——— Fi l — u 
oy OT G ci (2 ' dx G Kia (2 Ooy G ” J 


Diese Gleichungen sind zusammen mit den 3 Gleichgewichtsbedingungen Gl. (7) 
und der Plastizitätsbedingung Gl. (2) ausreichend, um die 10 unbekannten Funktionen 
GO, O0 On Tayy Try Tor U, ©, ww, p zu bestimmen. Wir sehen, daß die Plastizität sich in 
einer scheinbaren Aenderung der Elastizitätsmoduln äußert. 


' 1 s 
Der Schubmodul wird mit : reduziert, das Material also weicher, die Quer- 
+ 7 
kontraktionsziffer dagegen wird näher an 2 gerückt in dem Maße, als die plastischen 


Deformationen zunehmen. Die neue Querkontraktionsziffer wird 


i 3m 
29 + 
tt 2 l 


Mm. = ra A A, 
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Bei praktischen Aufgaben ist es ganz gut möglich, zuerst näherungsweise ın — ? 
zu setzen, wodurch man ein vereinfachtes Gleichungssystem erhält. Man kann allerdings 
nicht gut den plastischen Teil für sich behandeln, da sonst die Kompabilitätsbedingung 
verletzt wird. 


du I+4 Ov 1+9 \ Ow 1 ( 

oo 7 (e,- 0); = / 10, 6): — (0, Ö) / 
Ox 2G Oy 2G 02 2G (14) 
du )v u 4 y OIu dw 4 y ar ar I+g \ ö ” 
. - ZEER T Ye zum  — PPF- + = f \ 
Oy I @G O2 x (Fr O2 Oy G 


mit der Plastizitätsbedingung 
(0, — 6,)? + (0, — 6,)? + (0, 5) Lahn == ‚5 € ANDRE AR EREZ Zn, BE 5 

Wir haben bereits an unserem Modellbeispiel gesehen, daß wir 2 Stadien deı 
Plastizität unterscheiden können, wobei der eine zur Verfestigung, der andere zur lokalen 
Zerstörung führt. Wir wollen uns noch mit dem ersten Stadium der Plastizität näher 
beschäftigen, da dasselbe von praktischer Bedeutung ist. 

Da nämlich in diesem Stadium der elastische Körper bei einer zweiten gleichen 
oder kleineren Belastung keine bleibende Formänderung mehr erleidet, so können wir 
die Spannungen bei dieser zweiten Belastung nach der gewöhnlichen Elastizitätstheorie 
berechnen. 

Die Komponenten dieses Spannungstensors seien mit 


Ü,; 0, A A FR, 


’ 2; ry9 2; Tyz 


bezeichnet. 

Nun bleiben aber nach der ersten mit plastischer Verzerrung verbundenen Be 
lastung die Nachspannungen 

0, 0,, 6,, 7,,, 7.9, 7. 

zurück. 

Ueberschreitet dieses Nachspannungssystem nicht die Grenze des plastischen 
(tebietes, wenn es für sich im Körper zurückgelassen wird, so befinden wir uns im 
ersten Stadium der Plastizität und haben in diesem Stadium die Beziehungen 


(0, = AR r 0; 0,= 6, r e. 0,= Ay 7 0, (j > 
h) 
: Ba ee 
T =T7T Bi er at, Hr A 


Y U 


Würden wir uns die Aufgabe so stellen, daß wir diesen unbekannten Vorspannungs 
tensor so wählen, daß die elastische Energie des links stehenden Tensors ein Minimum 
wird, so würden wir wieder auf dieselben Gl. (14) zurückkommen. 

Die Selbstverspannung des Körpers wirkt also in dem Sinn, daß das Material um 
den Preis einer bleibenden Verzerrung sich geren eine Wiederholung der plastischen 
jewegung so gut es geht zu schützen sucht. 

Durch die Wahl einer geeigneten Plastizitätsbedingung ist somit die Bahn irei 
reworden für eine mathematische Theorie der Plastizität, in deren Bereich eine Menge 
’robleme fallen, für die gegenwärtig noch kein mathematischer Ansatz besteht. 

So kann man z.B. versuchen, die Hertzschen Formeln für den Druck zwischen 
aufeinander gepreßten Körpern, deren Bedeutung im plastischen Bereich gerade beginnen 
sollte, auf dieses Gebiet auszudehnen. 

Ferner eröffnet sich die Möglichkeit, eine Theorie des plastischen Knickes von 
Platten und Schalen zu entwickeln. 

Freilich versagen die gewöhnlichen Integrationsmethoden der klassischen Elastizitäts 
lehre vollkommen. Es dürfte aber möglich sein, durch passende Näherungsmethoden der 
Schwierigkeiten Herr zu werden, denn der plastische Zustand ist seiner Natur nach von 
geringerer statischer Unbestimmtheit als der elastische und dürfte Methoden, (die mit 
Iteration arbeiten, weit zugänglicher sein als dieser. 

Um die Anwendung der Theorie zu zeigen, wenden wir uns zur Behandlung 
eines einfachen Beispiels. 


4. Beanspruchung eines Scheibenrades über die Streckgrenze'.. Wir 
betrachten ein Scheibenrad mit innerer Bohrung, welches durch Ausschleudern über die 
Streckgrenze beansprucht wird. Wir führen die folgenden Bezeichnungen ein: 

Fließgrenze für den einachsigen Zustand 2k = 3000 kg/cem’, 
Innerer Radius a = 10 cm, 


) Vergl. hierzu Stodola, Dampf- und Gasturbinen. 5. Aufl., S. 893- 896 
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Heft 
Aeußerer Radius b = 100 cm, 

5 ! 10 j 
Querkontraktionszilfer m - . Zahle 
Spezilisches Gewicht des Materials y = 17,835 g/cm,, 

Schwerebeschleunigung = V81 em/sk‘, 
Winkelgeschwindigkeit ® = 300 sk!, 
M, I: (3 —- 0?b?’ = 2890 kg 
m g | wora 
. r . r \ 84% . 
Mit o= erhalten wir unter Voraussetzung unbegrenzter Elastizität die Spannungen 
b 
( a 0,01) 2 \ 19 _ 0,01 r 
Ö ’ = Mo ! 1,01 n“ ec \ OÖ ’ AM, ! 1,01 — 38 0“ + 3 - R ( 17). 
d \ Ort 0 ' . 
| N befrie 
An der inneren Begrenzung wird also 0, = 5780 kg/cm’, und es muß von vo —=0,| 
bis o=0, ein plastisches Gebiet entstehen, während von g=», bis 0 = 1 wieder der a 
rein elastische Zustand herrscht. | 
Da die Scheibe dünn gedacht ist, so muß nahegenug ein ebener Spannungs 0, 
zustand vorbanden sein. Der den Spannungszustand im plastischen Gebiet repräsentie 
rende Punkt muß also aui der in Abb. 3 gezeichneten Ellipse liegen. 
Wie man sich aus dem Spannungsdiagramm der Abb. 4 überzeugt, erlauben es | der 4 
die Umstände der Aufgabe, innerhalb des Gebietes 0 = <o<1rm% die Ellipse durch die 
Gerade 9—y zu ersetzen, welche eine Seite des in die Ellipse einbeschriebenen Zwölfecks 
bildet. Dadurch bekommt man die lineare Beziehung 
s—=2k+00,. . es te 
a —=2—V3 = 0,268. 
Bei gleicher Scheibendicke erhalten wir als Gleichgewichtsbedingung gegen Ver- 
schieben in radialer Richtung 
& ; Y en 
G,= (00,) + w’bin:. . FREE 
do g 
Mit Gl. (18) können wir diese Gleichung integrieren, wobei wir beachten, daß 
Er dL 
Ö, 0 fur v 
= }, 
Die Lösung wird für 0 <o<% 
at (“) 1 2h N} en 
oO u + u ( 
} 2) o\ £ u ) l « N ( h po a 
I Te © N 6 
3b? N a ) “1 at 2Kk ‘ ( ) tz \ 
Ö Ü — ()* . (£ 
g \ ( ! \ b o\ 7 q \ r 1 m h o' „ \ J 
Im elastischen Gebiet dagegen 0, 0 - | haben wir die allgemeine Lösung 
; 0 Ge \ „19 + 
Ö, M, 2-4 C Us (5; 0, = Mo er 0“ t C 2 C; 00° a 
0° ” 0° 
Füro=1 wird 0,=0 das heißt Cı = (u 99° —+ 1, womit 
\ . a | \ 19 „ ’ | 
o.=M, 1 ee, GC (0° | ar \ : 0 = Mo N | 0“ C; 00° (1 
0° J 393 o?, 
Für 0 = oo bilden wir nun den folgenden Ausdruck 
a 92 . 14 | die 
(0.4 60,)o + 00° (6 Oo = IL — 00 — 0" etw 
M, 33 33 | er 
erfo 
Dieselbe Zusammensetzung nehmen wir mit den Gl. (20) vor, wodurch wir eben- 
falls auf der rechten Seite eine Funktion von © bekommen und aus der Identität der 
Ausdrücke auf der rechten Seite köunen wir 0, berechnen. 
| \ \ (m* b® A ) 7 vr N 2k | l - A 1 a ö 
este a le eu 
Mo\g 3-—al\d | 1-al b | zu ] 
. 2 n? m a 3 " 5 41 a | 7 - l ot 52 3 [71 04 { aufg 
+ - 1-8 ( ) 00° — 00 2% ( ) Or =2h —- 0% 
er b ] b 33 33 | r 
r .» . . [) mut 
Nach Einsetzen der Werte erhalten wir schließlich ara 
0993? + 0,537 0°? —= 0,396 + 0,228 00? + 0,268 09'732 seo 


und da o, voraussichtlich kleiner als '/,, angenähert 


7 


00775 0,396 + 0,016 @° 09 = 0,283, | der 
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Mit den Werten von « erhält man nun aus den Gl. (20) nach Einsetzen aller 
Zahlenwerte für 0,1 <e< 0,283 


; RR 
06, = 4100 - | 2560 0° + 4074,4 (=-) | 

L . € ur > F ; (20a), 
0, —= 4100 0,208 | 2560 0° + 4074 (—-) \ 


woraus für 0 = 0,283 


0, = 2000 kg/cm’ 6, = 3530 kg/em‘, 
Man überzeugt sich ohne weiteres, daß die Gleichung 
= 3000 + 0,265 + 200 = 3536 kg/em? 
befriedigt ist. 
Im elastischen Gebiet von 0,253 =e= 1 lassen sich nun auch die Konstanten C, 
und Cs bestimmen und es wird 


\ R | | B ’ | iR; 1 
— 2890 j1 0” + 0,0198 | | | 0: = 280 1 — 0° + 0,0198 | ı + > \ (20b). 


Damit ist das Spannungsproblem gelöst. Das Diagramm der Spannungen ist aus 
der Abb. 4 zu ersehen. Der schraffierte Teil gibt die Größe der Nachspannungen an, 
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die nach Aufhören der Rotation in der Scheibe zurückbleiben. Da die größte Spannung 
etwas unter 3000 kg/em° ist, kann die Berechnung der Nachspannungen nach Gl. (16) 
erfolgen. 
Für o = 0,1 wird 
3000 = 5780 + ©, oder 6 = — 27850 kg/cm‘“. 


Um einen quantitativen Vergleich mit der alten St. Venantschen Plastizitätstheorie 
zu haben, ist in Abb. 5 der Spannungszustand der Scheibe auch nach dieser Theorie 
aufgezeichnet. 

Bei gleicher Abgrenzung des plastischen und elastischen Gebietes d.h. gleichem », 
nuß in dem letzteren Fall die Winkelgeschwindigkeit um etwa 7 vH geringer genommen 
werden. Dies war ja auch zu erwarten, denn gerade die weggeschnittenen Ellipsen- 
seemente in Abb. 3 beeinflussen das quantitative Resultat beträchtlich 

Wir wenden uns nun zur Berechnung der Größe m nach den Gl. (14), wobei wir 
der größeren Vereinfachung wegen für diese Berechnung ın = 2 annehmen wollen. 
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s wird unter Anwendung von Polarkoordinaten innerhalb des plastischen Gebietes 


/ 1 ( u I|+( 6; + 0 
h / 0 — 6), — h 4 (Ö Ö), 0 = . . ° (21 . 
d 0 2G O0 2 G 3 
oder 
dı } U 
— (1 + Y) 20 - 6,) — | I (206, — 6.) 
do h (! O hy G 
Durch Elimination von « ergibt sich die Diiierentialgleichung für die Funktion gq 
i . d . Ad 
(1- p) (20, 0,) (1+-+ Y) Io 26 -(,)] + 0 (20, - 0,) ge 
do do 
welche unschwer auf das bestimmte Integral zurückzuführen ist. 
0, (2 H— Oro fe —20 
I+g=\ e”, wobei W — — U. nz 
0 20 Or) O (20; O,) 

Das Integral in Gl. (22) wird am zweckmäßigsten graphisch ermittelt, wobei die Werte 
von 0, und 0, aus den Gleichungen (20a) einzuführen sind. Für o 0, wird natürlich 
| t 7 = |] oder (J =U. 

Der Verlauf der Funktion ist in Abb. 4 eingezeichnet. Für eo = 0,1 erreicht 9 
den größten Wert 9 = 1,86. Der entsprechende genauere Wert der Querkontraktion 
nach (il. (13b) würde m. = 2,35 sein. 

Die Versehiebung des Innenrandes in radialer Richtung wird 

l—yg) se +») 3000 

eh a oe = o/em? 

l U 6 (° 12 );, = 3000 ke Ccm;, OÖ r = I0O0O0 kg em“. 
mit G 800000 kg/em’ und b = 100 cm erhalten wir 

100 - 2,86 > R 
HM (3000 «1000 0,349 em 
2:800000 3.35 


Bei Stillstand der Scheibe, das heißt Entlastung, erhalten wir eine elastische Ver 
schiebung 100 9 5780 n 
Be (5780 | ) —= — (0,278 cm. 

2.800000 \ 1» ) 


Die bleibende Verschiebung beträgt also 
U, = 0,375 — 0,275 = 0,0)7 cm 


oder rd. ! mm bleibende Vererößerunge von «a I0 em, 37 


Biegung und Schub in geraden Balken. 
Von CONSTANTIN WEBER in Duisburg. 


n vorliegender Arbeit wird die Biegung von Balken von Grund auf aufgebaut unter 

Vermeidung der üblichen Annahme, daß die Querschnitte eben bleiben. Nach der 

reinen Biegung werden die Biegung durch eine Querkraft unter Vernach 
lässigung der Querzusammenziehung und die hierbei auftretenden Hauptschub- 
spannungen, dann die Zusatzspannungen infolge der Querzusammenziehung unter- 
sucht, die Begriffe der Biegung ohne Drehung und des Querkraftmittelpunktes 
festgelegt. Für einige einfache Querschnitte werden die genauen Lösungen für die 
Schubspannungen gebracht, dann Wege für die Auffindung von Näherungslösungen 
besonders für die Walzeisenquerschnitte angegeben, und für einige praktisch wichtige 
((uerschnitte die l,age des. Querkraftmittelpunktes bestimmt. 


1. Allgemeines. Durch den geraden Baiken aus vollkommen elastischem Stoff 

' \ were Y E S ® o \ . . . 

FÜ Elastizitätsmaß, G Gleitmaß, m Poissonsche Zahl) ist das rechtwinklige 
2(1 + 1/m) ‚ 


I) Gekürzter I. Abschnitt der bisher nicht veröffentlichten Dr.-Arbeit de3 Verfassers (Technische 


Hochschule zu Braunschweig). Im II. Abschnitt der Dr.-Arbeit wird der Zustand in den Angrifis- 
quersehnitten der äußeren Kräfte und in der Nähe derselben, im III. Abschnitt die Drehung doppel- 
lanschizer (Juerschnitte behandelt Der III. Abschnitt wird ebenfall vekiürzt in dieser Zeitsehrift 


veröffentlicht, 
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Koordinatensystem, Abb. I, so gelegt, daß die >-Achse gleichlaufend zur Längs 
achse, die x-Achse wagerecht, die %-Achse senkrecht in der Querschnittsebene liegen. 
Infolge der äußeren Kräfte entstehen allgemein die Spannungen €,, 6, 0, Ta Tyny Ta, 
die Verschiebungen £,n, {, die Drehungen &,, &,, &; und die Schiebungen 7,,, /,: und ; 
Zwischen diesen Größen lassen sich die 
bekannten Beziehungen aufstellen, des 
weiteren im System Gleichungen aus den J 
Bedingungen des Gleichgewichts u 
aller auf ein Körperteilchen wirkenden N I 
Spannungskräfte und ein weiteres System EEE | TEEN “ 
N 
N 











aus den Bedingungen des inneren 02 
Zusammenhanges. Im weiteren ist nicht __ j as 
von den allgemeinen Gleichungen aus- | 
gegangen, sondern es sind für die sich Abb. 1 
ergebenden vereinfachten Fälle die 
Gleichungen unmittelbar aufgestellt, wo- k £ 
durch die Untersuchung an Anschaulich PD, $ 2 
keit gewinnt. u Me 
Wirken auf den Balken Kräfte \ 
senkrecht zur Längsachse des Balkens —t 1. BE. Fe 
und Kräftepaare, so erhält man nach 
Abb. 2 bis 4 veränderliche Querkräfte, Mz 
biegende und ein drehendes Moment. 
In einer genügenden Entfernung von 
den Angriiisquerschnitten der äußeren 
Kräfte erhält man eine bestimmte gesetz- 
mäßige Verteilung der Spannungen, die 
unabhängig von der Entstehung der 








M 









































(uerkräfte und Momente ist. Dieser Teil 0 | f 

des Balkens wird als lastenfreier (ARI53422-4) z 

Balkenteil bezeichnet; für diesen ist Se 

(, Q, und M, unveränderlich und 
Zn | ee ee ER 3 5 
dz dz 


2, Reine Biegung. Iın lastenfreien Balkenteile wird nur ein unveränderliches 
biegendes Moment übertragen. Alle @Querschnitte bleiben aus Symmetriegrunden eben 
Die Länge der Längsfaser in der neutralen 
Schicht, Abb. 5, bleibt unverändert; man erhält 
im (werschnitt die Nullinie, in der die Längs 
dehungen gleich null sind. Das Koordinatensystem 
ist so gelegt, daß die z-Achse mit der Nullinie zu- 
sammenfällt. Die verhältnismäßige Längsspannung 
für y= | ist gleich %, die Biegungsspannungen 
sind 0, = 4 69; weitere Spannungen treten nicht auf. 
Da die Längskraft 





z= [0.7 = nlyaf. . . 0) 
(F) (F) 
gleich null ist, so geht die Nullinie durch den Schwer £; 
punkt des Querschnittes. Die Momentengleichungen 
für die x- und %-Achse geben 





M,.= oJ. (3), M,„=%hJ., (4), 
hieraus FERÜEER 
7153423 
6 D= MM, EN M,, (5) 
0 m 2 = i D D . . . , 
(J. Trägheitsmoment des Querschnittes für die «-Achse, \ 
J;, Zentriftugalmoment für die x- und y-Achse). Abb. 5 
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Die Formänderung besteht in einer gleichmäßigen Krümmung 
der Längsiasern 


| N. = (0: 22 On 
TE rt 
oder inlolge der geringen Krümmung angenähert 
GN a 0 Be Mz (6) 
O2? E Jı E N 


Infolge der Querzusammenziehung in der &-Richtung, Abb. 6, ent- 
steht die Krümmung der wagerechten (Querfasern 
Sr 1 I 1 or | M; (7) 
um . = ° ° . . ji 


) 4 Kr 
0, nt 0 oO ee” In Ja E 
_ x 


Die Querzusammenziehung in der y-Richtung ruft eine Verzerrung der 
Querschnitte hervor, bei welcher der Teil der senkrechten (uerfasern 
oberhalb der Nullinie sich verkürzt, der Teil unterhalb derselben sich 
verlängert. Infolge der gesamten Querzusammenziehung entsteht nur 
eine Verzerrung der eben bleibenden (uerschnitte. 











Entsprechende Gleichungen erhält man bei einer Biegung um 
die y-Achse. 
Wirkt auf den Balken nar das biegende Moment M,, so erhält 
man durch Ueberlagerung 
R Mı(yJz — x Jxy) 


6, Fe rer FE 








IF Jay! 
O?n Mx o2E M; 
„= 4 . (9), a . . (10), 
Abb. 6 O 2” Ja Jy _ Ja Ti E - () 2* Jx Jı, — Ja y. 
7 7 Jx : 4 
und die zur Momentenachse geneigte Nullinie 
BE re 7 SEHEN 
3. Biegung durch eine Querkraft, Abb. 7. Im Nullquerschnitt, < —= 0, sei 


das Moment gleich null; es tritt hier nur die Querkraft Q mit den Teilkräften Q, und Q, auf. 
In diesem Querschnitt werden 
alle Spannungen außer 7,, 

C und z,. gleich null. 

Y |#r-0 Im @Querschnitte 2, treten 


Muunguersehmin 

















M = ‚ er op 
02 _ außer den Querkräften Q. und 
FE be sen > nen + amade in u (J, noch die Momente M, =, 
#2, R Be und M,= Q.2ı auf. Ueber- 
aoe : i 'ej ie- 
AREHWZ? lagert man eine reine Bic 





gung mit den Momenten M, 
Abb. 7 —= — Q,zı und M, = — Q.2, 
so verschwindet im (auer- 
schnitt >; das biegende Moment, und man erhält dieselbe Schubspannungsverteilung 
wie im Nullquerschnitt. 
Hieraus folgt: 1. Die Verteilung der Normalspannungen (Biegungsspannungen) ist 
im lastenfreien Balkenteil bei einer Biegung durch eine Querkraft dieselbe wie für den 
Fall der reinen Biegung, nur ist das biegende Moment veränderlich, 2. die Verteilung 
der Schubspannungen 7,, und 7,, ist in allen Qaerschnitten dieselbe, 3. die Spannungen 
G,, 0, und 7,, sind gleich null. 
Durch Ueberlagerung einer beliebigen reinen Biegung erhält man den all- 
semeinen Fall der Biegung, für den ebenfalls obige Regeln gelten. - 


4. Schubspannungen bei Vernachlässigung der Querzusammenziehung 
senkrecht zu den Längsfasern. Die x-Achse fällt mit der Nullinie des Querschnittes 
zusammen. Es wird 


() M, J 
Or un: 3 
nd . £ M; Qy Q: 
Ö = doy= y= yz Y- (12) 








r 
1 
1 
r 









Weber, Biegung und Schub in geraden Balken 


Die verhältnismäßige Spannung wird 


n=_ 2 ee ee ne 
ee (13) 
und im Querschnitt 2 = | 
) Qı Q: 
Ö, — . . ° e ; ; ° . . . 14 . 
'-.=, (14) 


Die Größe wird im weiteren 
vielfach angewandt und ist nach 
Gl. (14) zu ersetzen, falls die Quer- 
kraft eingeführt werden soll. 

Die Formänderung besteht in 
einer veränderlichen Krümmung, 
Abb. 8, der Längsfasern, die im 
übrigen parallel bleiben, . falls die 
Querkrait so liegt, daß keine Dre- 
hung des Balkens erfolgt: 

















| 


)?n 2 0% 
/ Ben 6 , 
PORT CU 


’ 
a z „= 0% ® 
Og* E Oz 


(15). 


Zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichtes im Körperteilchen d& dy dz treten die 
Schubspannungen 7,: und 7z,. auf: 


OÖ Tx ’ IT, ’ ’ 
. An : :° 
Or Oy 
Man erhält die Schiebungen y,. und 7,!: 
U er ie (17) 
REN G Or’ Bun.” G 3% 


und hieraus die Gleichung des inneren Zusammenhanges 


u een. 2 Ze DIE 
Oy 0x 
Die Spannungen 7,’ und z,.’ sind die Hauptschubspannungen; sie stellen das 
Gleichgewicht im Balkenteilchen her und übertragen die Querkraft Q. 
Die Lösung der Differentialgleiehungen (16) und (18) gibt 


od o@ 
6: ——— g;? m ° . . . . . . . (19), 
Oy 


Ox ?’ 
wodurch Gl. (18) erfüllt wird. In Gl. (16) eingesetzt, erhält man 
03 02 «D 


+ — ——6%h 
L Oy? . Yy 


dr 
mit der allgemeinen Lösung 
Da — kay + Rfcatiy) :» : 2: 0.0. (20) 

Die Spannungen lassen sich hieraus nach Gl. (19) finden. Die Funktion N f(x -+iy) ist 
so zu wählen, daß die resultierende Schubspannung 7’ im Querschnitt stetig und endlich 
ist und am Rande des Querschnittes entweder mit der Tangente der Umrißlinie zusammen- 
fällt oder gleich null ist. 

Trägt man in jedem Punkte die Richtung der Hauptschubspannungen ein, so erhält 
man im Querschnitte die Schar der Hauptschubspannungslinien mit der Gleichung 


a) 
dy Tys Oy (21) 
24 - r.. mm AN D . . . . . > . ” . . _ 
0x 


Die Funktion P(x,y) = C stellt die Schar der senkrechten Querlinien (orthogonalen 
Trajektorien) dar. 

Die Verwölbung des Querschnittes wird nach Gl. (17) und (19) {= G@%P; sie ist 
folglich ebenfalls durch die Funktion ” gegeben. Für jeden Wert von ® erhält man 
Punkte gleicher Längsverschiebung. Man kann den Querschnitt und den Balken nach 
den Schubspannungslinien in voneinander unabhängige Teile zerlegen, ohne den Spannungs- 
zuständ zu stören, da zwischen denselben keine Kraftübertragung stattfand. Der Schwer- 
punkt der Teile liegt auf der gemeinsamen Nullinie; die Schar der Hauptschubspannungs- 
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linien beginnt folglich an der Begrenzungslinie oberhalb der Nullinie, zerlegt den Quer- 
schnitt in schmale Streifen und endet unterhalb der Nullinie. Die Begrenzungslinie wird 
durch zwei oder mehrere Schubspannungslinien gebildet. 


5, Einfluß der Querzusammenziehung. Die Querzusammenziehung in der 
y-Riehtung ruft eine verschieden starke Verzerrung der Querschnitte, Abb. 9, hervor, 
wodurch eine weitere Verkrümmung der senkrechten 


| Querfasern in der z-Richtung entsteht. Es wird 
| | 1 , 4 De 1 0 y°® 

—— Oo 5 a = 00 = 
ı Y 09 m E Mm 6bE 


Diese gleiche Verwölbung aller Querschnitte entspricht 
ohne weiteres der Bedingung des inneren Zusammen- 



































hanges. 
g Die Querzusammenziehung in x-Richtung ruft eben- 
, falls eine Verzerrung und eine Verwölbung des Quer- 
schnittes hervor. Zur Aufrechterhaltung des inneren 
Zusammenhanges treten hierbei Schiebungen 7..' und y,.' 
aRTs3G ZI) und die Zusatzschubspannungen 7z.."’ und z,." auf, 
. deren Verteilung (nach 3) in allen Querschnitten dieselbe 
\bb. 9 ist. Der Nullquerschnitt bleibt unverzerrt; der Querschnitt 
\Y 
nl 
DS 
| 
Zum | 
en 
| 
' | 
f7) 
71 [2__ 
ey N P 1% ) MB 
4A 
| a 
|| PR 334700: | 
Abh,. 10 Abb. 11 Abb. 12 
durch z ändert sich nach Abb. ı1 (Seitenansicht), Ein senkrechter Längsschnitt 
durch © = x. bleibt eben. Die z-Achse ist parallel zu dessen Längsfasern gelegt. Die 
anderen senkrechten Längsschnitte verwinden sich zu Schraubenflächen mit dem ver- 
änderlichen Verdrehungswinkel N 2 
u) - a (2» ) 
0 22). 
Die warerechten (Juerfasern krimmen sich: 
(2 — 0)? 1 rg RR. 
I Ög . . . . ° ö e . s ( = 3 ) . 
2 m E 
Die Längsfasern durch :r erhalten hierdurch gegen die 2 Achse, Abb. 10 (Aufriß), die 
lai ‘ 
Neigung . (-— 20 1 _,1 
pP = _— O9 a 
“ 2 m E 
Die senkrechten (Juerlasern neigen sich zur y-Achse um den Winkel ?; hierdurch ent 
. . . . .. . . \ . 7 re Fi . 
stehen die Längsverschiebungen ©. Bei Berücksichtigung der Schiebung y,,.' = ° (die 
@ 
in der Abbildung nicht zum Ausdruck gebracht ist), erhält man 
OL T Re 2 nn )* 1 7 1 
—— R ° Oo . * . . . * 5 . 24), 
Oıy G 2 m E 


Andererseits wird infolzee derselben (Wuerzusammenziehung die wagerechte (uerfaser 
nach Abb. 12 (Grundriß) verkrümmt. 


Bei Berücksichtigung der Schiebung y.. — ° erhält man 
(1 
CE Tı N | ri z 
+ a — m)y: — EN MEERE SEEN 


Ua (Fr mn E 
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Aus Gl. (24) und (25) folgt durch Entfernung von [ die Gleichung des inneren 
Zusammenhanges 
UOTx " OT . 1 
-—- -—— m vl m)=209 . . 5 SR 
Oy OxX m + 1 
Die Gleichung des inneren Gleichgewichtes lautet 
OTzs O7 Pr 
. = 0 . . : ö j . . ERTE 
“; Oy 


Die Lösung der Differentialgleichungen (26) und (27) ist 


“ op z y3yp 
DD ET PP . . . . . . i 28) 
2 ‚ y y2 . 
Oy 0x 
Hierdurch wird Gl. (27) erfüllt. In Gl. (26) eingesetzt, erhält man 
e)2 y ()4 y 1 r 
= ze O9 (x x : . . : 29 
() ri oO y? » -7 1 , 0) ( 
mit der allgemeinen Lösung 
iD pr VE. 1 y “ ? wu . 1 } e9 + y° 
VERrRBa+HyN)+ Teer Re + iy) ot F |0 (30), 
m + 1 m +1 1 


woraus die Spannungen nach Gl. (28) zu finden sind. 

Die Funktionen f und fs sind so zu wählen, daß am Rande die resultierende 

Schubspannung mit der Tangente der Umrißlinie zusammenfällt. Die Längsverschiebung 

wird nach Gl. (24) und (25) 
1 


= Yh@ti)+wJh@+ip)+" 
G 4(m +1) 


2 [77 
X ro”) 


00‘ . . . (31 'y 


und muß innerhalb des (Juerschnittes stetig und eindeutig sein. 


Je nach der Wahl von x, erhält man verschiedene Lösungen für W, z,.’ und z,. 
Durch, diese Spannungen wird keine (Querkraft übertragen; es wird jedoch ein drehendes 
Moment je nach der Größe von &, auftreten. Für einen bestimmten Wert von x, erhält 
man die normale Lösung der Zusatzschubspannungen, für die das Dreh 
moment gleich null wird. Bei zur (uer- 
kraft symmetrischen (Juerschnitten fällt dann 4, nie 
der ebenbleibende Längsschnitt mit der Sym- ii, BEAT. m Pro 
ımetrieebene zusammen; auch bei anderen 
(Querschnitten liegt er innerhalb des Balkens. 


„ 





Die anderen Liäängsschnitte verwinden sich in | __  Membranenbelastug | {| x 
geringem Maße verhältnisgleich mit dem Ab BESE®» 
stande (2 — %). Durch Ueberlagerung er J 
einer reinen Drehung erhält man einen r 7 
\ N 


anderen ebenbleibenden Längsschnitt. 
Zeichnet man in jedem Querschnitts- 
punkte die Richtung der Zusatzschubspannung 
auf, so erhält man die Kurvenschar der Zusatz 
schubspannungen mit der Gleichung 


Peay)=Ü. . . (32). 


Trägt man über jedem Punkte des 
(Juerschnittes, Abb. 13 und 14, den Wert 7 





ab, so entsteht die Spannungsfläche ‘V. 5. \\ 
Die Höhenschnitte geben im Grundrisse die Fe e \ » 
Spannungslinien. Zwischen zwei benachbarten Eger > . ver 
Spannungsliniien PP und P+d'Y entsteht go; a 
ein Streifen von der veränderlichen Breite «dn. Abb. 13% und 14 
Man erhält unter Berücksichtigung der Gl. (28): 

dl’ =rTdn = Fu dCy-konst = — Ti dy: Be ee (33). 


Die Spannungen lassen sich folglich aus der Neigung der Spannungsfläche be- 
stimmen. Zwischen zwei Balkenquerschnitten im Abstande I wirkt auf die Fläche dn 1 
die Längsschubkraft rdn =—dW. Da keine äußeren Kräfte angreifen, so können die 
Spannunpslinien nicht an der Umrißlinie enden. Sie müssen folglich in sich geschlossen 
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sein und liegen ineinander geschachtelt oder 
nebeneinander. Für V”= W, erhält man die 
äußere Umrißlinie; die Funktion sei so gewählt, 
daß P,= 0 wird. 

Durch jeden geschlossenen Streifen zwischen 
PP und #+d'Y wird nach Abb. 15 das Dreh- 
moment 





dM= fa Psdt=?2FvyvaW (34) 
0% 
übertragen. Das ganze Moment ist folglich durch 
den doppelten Rauminhalt unter der Spannungs- 
jläche I gegeben. Da für dienormale Lösung 





Abb. 15 das Moment gleich null ist, so liegt ein Teil der 
Spannungsfläche unterhalb, ein Teil oberhalb der 
Ebene 7, — 0. Man erhält für 7, — 0 außer der Umrißlinie eine weitere Linie im 


(uerschnitt. 

Die Spannungsfunktion entspricht in ihren Eigenschaften der bekannten Spannungs- 
funktion für reine Drehung. Auch das Prandtlsche Membranengleichnis läßt sich 
hierfür anwenden: 

Schneidet man in einer starren Platte eine Oefjinung von der Form des Quer- 

schnittes aus und spannt hierüber eine in allen Richtungen gleichmäßig gezogene Mem- 
brane (z. B. Seifenhaut), so erhält man bei gleichmäßigem Druck auf die Membrane 
(p = — G@9 — konstant) die Spannungsfläche für reine Drehung (bis auf einen unveränder- 
lichen Beiwert). Aus der Spannungsfläche lassen sich in gleicher Weise, wie für die 
Zusatzschubspannungen ausgeführt ist, die Spannungen für reine Drehung und das 
Drehmoment finden. Ist der Druck 
x — 20 
2 (m + 1) 
wächst er also verhältnisgleich dem Abstande vom ebenbleibenden Längsschnitte, Abb. 13, 
sodaß er einerseits von diesem positiv, andererseits negativ wird, so erhält man die 
Spannungsfläche der Zusatzschubspannungen (bis auf den gleichen Beiwert). Da für die 
normale Lösung die Spannungsfläche z. T. oberhalb, z. T. unterhalb der Ebene P, — 0 
liegt, so muß positiver und negativer Druck auf die Membrane wirken. Der eben- 
bleibende Längsschnitt liegt folglich innerhalb des Balkens. 


6. Zusammenfassung der Spannungen und Formänderungen. Durch 
Ueberlagerung der getrennt gefundenen Spannungen erhält man den bekannten gesamten 
Spannungszustand der Biegung durch eine Querkraft. Durch die Trennung der Haupt- 
und Zusatzschubspannungen wird die Entstehung und Bedeutung klarer. Es lassen sich 
hierdurch auch auf einfachem Wege Näherungslösungen finden. 

Die senkrechten Längsschnitte bleiben infolge der Hauptschubspannungen eben. 
Die Lage der Querkraft ist durch dieselben eindeutig bei gegebenem (Juerschnitt und 
gegebener Nullinie bestimmt. Infolge der Querzusammenziehung und der Zusatzschub 
spannungen bleibt ein senkrechter Längsschnitt eben, während sich die anderen zu 
Schraubenflächen verwinden. Nimmt man die normale Lösung der Zusatzschub- 
spannungen, so bleibt die Lage der (@uerkraft unverändert und der ebenbleibende 
Längsschnitt liert innerhalb des Balkens. Dieser Spannungszustand werde als Biegung 
durch eine Querkraft ohne Drehung bezeichnet. (Dieser Begriff lag bis jetzt für 
den allgemeinen (uerscehnitt nicht fest.) 

Fällt die Nullinie in Richtung der Achse, so erhält man eine durch die Haupt- 
schubspannungen bestimmte Lage der Querkraft. Wird die „-Achse zur Nullinie, so 
erhält man eine neue andere Lage der (Juerkraft. Der Schnittpunkt dieser Querkräfte 
gibt den (Juerkraftmittelpunkt des Querschnittes 7, durch den jede Querkrait geht, die 
eine Biegung ohne Drehung hervorruft. Bei zwei- und mehrfachsymmetrischen (uer- 
schnitten fällt dieser Punkt mit dem Schwerpunkt zusammen. Bei einfachsymmetrischen 
und unsymmetrischen Querschnitten kann ein nicht zu vernachlässigender Abstand 
zwischen beiden Punkten bestehen. Der (uerkraftmittelpunkt kann sogar ganz außerhalb 
des Querschnittes liegen. Die Kenntnis der Lage des (Jaerkraitmittelpunktes ist von 
eroßer Bedeutung, um bei Belastung des Balkens eine Drehung desselben zu vermeiden. 


v=-- Od) — 60 |[vergl. Gl. (22)], 
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7. Genaue Lösungen für die $Schubspannungen. Für einige einfache Qner- 
schnitte werden die Funktionen ” und 4’ gebracht und beachtenswerte Eigenschaften 
der Schubspannungen hervorgehoben. 


Rechteck ?2a- 2b: 














«DD zu ilg oO Ns la y° — b’ y) . e . . R : A . : s . . . . A (35 P 
— { . 7 y| 
’ . un nr B0] k 
RR } m a” \ 4 a” ’ Ta ( 
P— ol x’ — x — N (— 1). —. ..sink (36) 
?(m+1V > —— n® x? ( u 
k—=1,2,3 Bo] k 
— a _| 
oder 
E ns IT x = 
' u a 39 Sur, 
ar. a 9Q 2 92 ab Z IT 2 
P= Ho] acy’ —b’c-+ >» (— 1)  — :-cosk 37). 
2(m-+1) ru 3 k3 2; Ta 2b 
k=1,8,5 Sina 
a 2b 
— u pas 
Für die Hauptschubspan- 
nungen 7 erhält man die be- 
kannte parabolische Verteilung | y 
mit dem Höchstwerte °/z - ® 
in der Nullinie. Die Haupt- 
schubspannungslinien sind pa- 
rallele (Gerade. Die Zusatz- r 
schubspannungslinien sind in = Br; ag ur ra 
Abb. 16 dargestellt. Durch die 
Zusatzschubspanpnung wird die 














Hauptschubspannung in der Mitte 
verringert, an den Enden der 
Nullinie vergrößert. Außerdem Abb. 16 

kann bei breiten (Juerschnitten 

am ÜÖber- und Unterrande eine noch höhere Spannung auftreten, für die sich angenähert 
der Wert 


(77 15342%6) 


" 1 ’ 2 b i dA 

Trzmax = * O9 a AR ‚ 2 (In a — ı)| : . i (38) 
m + ] p44 a TT b 

ergibt. Man erhält mit m = !"/,;, für verschiedene Seitenverhältnisse folgende Schub- 

Q 


spannungen, bezogen auf die größte Hauptschubspannung °/; =$ 





a/b 0.‘ 0.5 1 I | 8 16 


ID 
- 





’ „ 
Tyz 


In der Mitte des Querschnittes 0,995 0,981 0,931 0,834 0,775 0,769 0,769 


1} 
T yzmax 


In der Mitte der senkrechten Seiten '’°* " ""* 1,010 1,038 1,146 1,455 2,14 | 3,52 6,26 


Tyzmaux 


„ 
T u m 
Am Öberrande ——— ee - 063 | 2,16 | 5,54 


’ 
Tyzımax 


Bedingung ist natürlich, daß die Formänderung der Querzusammenziehung auch 
eintreten kann. 


Rechteck mit schräggerichteter Querkraft. Die Querkraft ist in Richtung 

der Rechteckseiten zu zerlegen; für die Teilkräfte sind Haupt- und Zusatzschubspannungen 
. . ’ e ’ a, 8% 

zu finden. In der Mitte des (uerschnittes tritt die größte Hauptschubspannung Tax — "2 e 
auf. Infolge der Nebenschubspannungen kann in einem anderen Punkte eine höhere 


Spannung auftreten. 
22 
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Uebereckstehendes (Quadrat, Abb. 17. 

















DD = ko [- "khyray—- kr y-—-yYN:. -» -» .» ..(89), 
Gleichung der Schublinien: —— .—- 1’ tens, te i 
pP. or ke — 3a y?) — ra? 
2 (m-+-1) 
” | (41). 
. n (2 + y) (2 — y) IR st (2 — y) a (2 +) 
nt Su k cos k Sk cos k 
2 u 32 a? 2y2: 2 Y2a 2 Y2 a 2 Y2a |} 
2 We)? iu 2a ) h v2: ' 
2 ı®k ve I 
| A je ff Sink — 
Gleichseitig-rechtwinkliges Drei- ' Membrarenbelastung 
eck. Geht die Querkraft in Richtung der | Es iz 
Hvpothenuse, Abb. 15, so ist die Lösung für z | Wr 4 
die Hauptschubspannungen dieselbe wie für | | 


das Quadrat über Eck. Für die Querkraft PETE jr 
senkrecht zur Hypothenuse wird »>- Ä 


tt 





k; 




















(AR 7534278) 





Abb. 17 


Abb. 18 


’ 7 1 » ) 2 } 
D—= '56 hy’t,,, (a+6@’y’+y‘) 
2 y q 


‚ (42). 
— "/18 (3 ey—y’)— "ah (ae? — y?) + "sı ny\ 


| Die Lösung für die Zusatzschubspannupgen des (Juadrats über Eck kann ebenfalls 
| als eine Lösung für das gleichseitig rechtwinklige Dreieck aufgefaßt werden. Die Lösung 
stellt jedoch nicht die normale Lösung dar, die Membranenbelastung wächst mit der 
Entfernung von der Hypothenuse (s. ‘P, in Abb. 15). Das Moment wird 


kh=xy a 


Pr 


fr 2 J ) h? 
M=?2 jr dydz = — 0,01927 7 . 2... 0.63). 
„ a m+ 1 

a—Vy (h— x) 

Fine andere Lösung erhält man, 
rechtwinklige Spitze des Dreiecks geht; 
system durch diesen Punkt lautet: 

” 1 rf 7 1 > ‘ 9\ 1 17) 
= - Te + I3rey) + Ne? —y’)). - . (44 
. ı- 


oder für das Koordinatensystem nach Abb. 18 


wenn der ebenbleibende Längsschnitt durch die 
die Spannungsfunktion für das Koordinaten- 





ar 1 ‚ 
pP, — Ghz —h+y)ia—h—y) - -» ::. = . (4). 


2 (m+]) 
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Das Moment wird o, 


M, = 0,0333 
m +1 
Die normale Lösung ergibt sich durch lleberlagerung zu 


PB 0,634 Pı + 0,366 U. eig ne A 


(Auch eine bisher nicht bekannte Lösung für reine Drehung läßt sich au 


pP, — W, ableiten.) 
Geht die Kraft senkrecht zur Hypothenuse, so wird 
1 fa 


I - or — aiy— ey?) — "(ei ey?) — "ar ch? (48). 
2(m+1) L 2 h 
Kre i 8: «DD = 1 2 O0 — 3 Y s ". 2 4 p° Y — | 2 \ 3 ge? Y ig y° | . j . . (4 9), 
V—_ 09 ['/3; &?® — "ıa (2? —37 y*) ra | (50). 
2(m+1) J 


Die Sehubspannungen in der Nullinie sind 


— 1, 60 (3 r.° — x? DE 
7, zn n 0 fe a 4 J 5 F Ki 3) j 
1 ) / i F 7 Q 
für c=0 ... 7, = " r Eu ° 5 für 2 a 7% T = 
F F 


l u BEN 
T ya = g (— "Aa vw er, 
m + 1 


Bei Berücksichtigung der Zusatzschubspannungen wird mit m — '!"/s 


für cz =0....7r,, = 1,385 - r er... ya 1,280 


Ellipse mit den Achsen 2a und 2b: 


1 f 1? 0) “,\ 9 | /» 
D—!- ;' 00 (> ” 5) (b? EERITFRFT 


a 
er bh? 
5 ” 1 1 1] f q a® 19} “ = - 
U u — ’ ler un —ani -. 2%, 82). 
2 (m+1) a” _ bh“ ] 
3 + — 
h* 
et r i Ä ıQ 
In der Nullinie erhält man die Schubspannangen mit u = 2 
) 
j 1 ! n 17} 7 „ 1 | / no ‘ 2] 
U): = lg * r 0) (2 bh’ —- : Aal 2”), T,2 = “ e r O9 us G° ! 3 L we 
a” $ 2 (m-+1) a” 
3 +- 3 +4 
Au b°? 


Bei breiten Ellipsen tritt die größte Schubspannung an einem Randpunkte auf und ist 


a* 
Q y m + 1 + p: R 
a a” Sr 
"Rand max — ni De a N RE 
ınd ınax F 4 23 IT i 
3 + p2 ER — 
b* 


10 


Für verschiedene Achsenyverhältnisse erhält man mit m — "Js: 


a  . at Er 2 u Du 





alb 0 0,5 1 2 4 te) J. 





7Mitte : - e@=0,y=0) . . ...| 133 | 1,88 | 1,60 | 1,72 | 1,90 | 1,97 | 20 
TEnde : : =ay=0b) .... 1,33 | 1,23 1,00 0,57 0,21 0,06 0 
7Mitte:: < @=0,y=0) . . . .| 133 | 1,35 | 1,38 |, 1,45 1,50 1,53 1 
?Ende : K wear yeß) - ... . | 14T 


Rand max: : ie, ne? 2 er A un wer: og: 1,27 2,04 3,70 L 


22° 


54 


30 1.27 1,10 1,00 0,94 0,92 
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Kreisring mit den Halbmesser vr, und r;: 


2-2 
) J E x © cs ii 3 ae er. J | r 
D— '/ 0 ay’— say —y’) + hl +r?)y+ rar? — ‚Sieh (54), 
2’ + y 
U, | Ne — Un ka — 3a yN) — Il Hr) + Niro? ri? z : (55). 
2 ım+ 1) L 2° 4 y 
In der Nullinie wird 
ni ee 3 ra ri? | 
1: = ko | — +3 (r.’ + r?) + —ij/ 19 
L_ x” = . n 
2.2 mit 9 — r 9 
7) 1 ’ # un f y. % Ta ri | \ F ( "a } i) 
7. = Go Ir’ — (ra + r,‘) - _— 
' Ss (m+1) we 1 
n.. y 3; Ta” 7 ri” Q 7 1 7 ‚3 j 9 Q 
für 2 ur 2... If me —  ° ‚, m =- . i 
vo”-+NrNi F n +1 Ya + rn I 
” Ya“ u“ yi® d) ” 1 Y. Be 2 
fürrtaen.... Tu = — r ' 7. — me E ? 
Ya." m + 1 Fur + rn? F 


Für kleine Bohrungen erhält man dieselben Spannungen wie für den vollen Quer 
schnitt; lediglich am Rande der Bohrung tritt eine Verdopplung der örtlichen Spannung auf. 


yr. r . ” [} {7 4 Ni . 
Für den schmalen Kreisring mit , — nr =s; _=tm wird 
’ 2 Q „ ( S . .. , 
ET > Se (klein gegenüber 7,.). 














| Abb. 19 zeigt die Hauptschubspannungs- 
| linien, Abb. 20 die Zusatzschubspannungs- 
linien und Abb. 2 i die Hauptschubspannungen 


für = !/a. 

Ta 

Die Lösung der Hauptschubspannungen 
ist zugleich die Lösung für den halben 
Kreisring. Der (uerkraftmittelpunkt hat 
die Koordinaten 








5 5 (Ta aaa ri?) + ra® ri? (ra—r) 
% = Ti ’ 
nı 1a — rı“ (56). 
Yı = QV \ 
Für den schmalen Halbkreisring wird 
4 rm\ 
X: = Nm > Nm . . (57); 
7T 
die Querkrafit geht außerhalb des Quer- 
Abb. 21 schnittes. 
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8. Näherungslösungen für die Hauptschubspannungen. Der (Querschnitt 
wird durch nach Gefühl eingezeichnete Hauptschubspannungslinien in schmale Streifen 


zerlegt, deren Schwerpunkte auf 
-, | 
/ 





der gemeinsamen Nullinie liegen. | —— 1 
In einem solchen Streifen, 
Abb. 22, tritt in der Mitte 
der Breitenlinie 5 die Schub- 











der Breitenlinie 5 wirken auf 
die Stirnflächen verschieden 
große Zugkräfte und auf die 
untere Fläche 5b - ı die Längs- 
schubkraft zb. Aus der 
Gleichgewichtsbedingung aller 
in der z-Richtung wirkenden 
Kräfte folgt für Schubspannung 
und Verschiebung 


spannung ? in Richtung der y REN 
Streifenmittellinie auf. Auf das ; (TE 
Balkenstück von der Länge 1 \ ae" 
und dem Querschnitt oberhalb \ 


® 
| 
maaza 9 | | 


Abb. 22 und 23 











% 
“max 


00 /Y af Yıadz 
) Y 
T m rn = 050 Ce — a|* ds . . (59), 
Y 
worin ds das Differential der Streifenmittellinie ist. 
Der (uerschnitt muß nun so zerlegt werden, daß die Punkte der zu den Schub- 
linien senkrechten (uerlinien gleiche Längsverschiebung { haben. 
Abb. 24 zeigt die so gefundenen Hauptspannungslinien des E-Querschnittes N. Pr. 30. 
Da für zwei benachbarte (Juerlinien d{ unveränderlich ist, so wird ?’ds—=konstant ; hier- 
aus folgt, daß für scharfe Außenecken (ds — ») 
dieSpannung gleich null, für scharfe Innenecken 
(ds = 0) die Spannung gleich © wird, falls im 
letzteren Falle in der scharfen Innenecke nicht 
eine Gabelung der Spannungslinien eintritt. 





















































| PR 7334225) 
x | 
nt re 
(AR1534 22%) 
Abb. 24 Abh 25 


Bei streifenförmigen (Querschnitten, Abb. 25, erübrigt sich eine weitere Zerlegung. 


Die mittlere Schubspannung wird ‚ Py, 
P 8 ER = 00 il P . F : : R ; Mr R (60). 


(F'y' — statisches Moment der Fläche oberhalb Db.) 
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Die Randspannungen werden angenähert nach Abb. 26: 
_ .. (ME), 
20 
Beispiel 1: Winkelquerschnitt nach Abb. 27: 
Statisches Moment der Fläche 4, Ab Bo Bı = 28 cm’ 
« « « « A; AB B= | « 
Spannung in Aı Bı ..... u = °%/, 09 = 28 09. 
Im “uerschnitt ohne scharfe Außenecke wird in der 
; Breitenlinie A; B; 
Abb. 26 a: ’ 


z.y _ | n% m ‘ 
= 09 = 29 0% A 75, = li + 2.15 
21,5 


t ) 
Verlıı -), = (1 — 


20 
% 





) 6, — 39 On. 


Für den (Juerschnitt mit scharfer Außenecke steigt die Spannung vom Werte Nuli im 
Punkte As bis zum Höchstwerte im Punkte B,, der dem errechneten nahe kommen wird. 









































Abb. 28 


Beispiel 2: Querliegender Schienenquerschnitt nach Abb. 28: 

Die Schubspannungslinien im losgetrennten Kopfe verlaufen angevähert senkrecht 
zur ac Achse, im losgetrennten Fuße bilden sie zur x-Achse zu breiter werdende Streifen. 
Die Spannungen in Aı Bı und Cı D, sind angenähert gleichmäßig verteilt. Im verbundenen 
(Juerschnitte wird der Steg durch eine Schubspannungslinie geteilt. Die nächsten Spannungs- 
Iınien bilden im Stege lange Vorspiünge. Die Spannungen im Stege werden sehr gering, 
da die Spannungslinien sehr lang sind. Im Schnitte A,B,Cı D, des ganzen Querschnittes 
sind fast dieselben Spannungen wie in den losgetrennten Teilen mit Uebergängen in den 
Punkten BR, und Ch. 


9. Der Querkraftmitteipunkt. Auf die Stirnflächen des Balkenteiles von der 
länge dz und dem (uerschnitte über der Breitenlinie b, Abb. 25, wirkt in :-Richtung der 
Ueberschuß der Lärgskräfte dZ; dieselbe Kraft wirkt in entgergengesetzter Richtung auf die 
untere Fläche b dz. In der vorderen Stirpfläche wirkt außerdem die Schubkraft Q@' mit den 
Teilkräften @. und Q,, in der hinteren Stirnfläche eine gleich gıoße Kraft in entgegengesetzter 
Richtung. Die Momentenrgleichung für die &- bezw. y-Achse gibt nach Teilung durch dz: 


Q, = | yaf- eby= 00 (JS — F' Ys y) . . ® . . (62), 
F’ 
Q. = | 00 zdf- T De — O9 (J, & — Fy %) ö ö ü n P (63). 
Ba 
D:.e Integrale gelten für die Querschnittsfläche F’ über AB; J’ und J., sind Träg- 
heits- und Zentrifugalmoment, Z'y. das statische Moment dieser Fläche für die x-Achse. 
Bei L- und T-Querschoitten geht die Querkraft mit großer Genauigkeit durch den 


Schnittpunkt der Mittellinien der Streifenteile, so daß dieser Punkt als Querkraftmittel- 
punkt 7’ genommen werden kann. 
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Im U-Qaerschnitte, Abb. 29, erhält man im @berflansche die wagerechte (uerkraft 
' N ’ ‚ hi » 
G, == 08 J y u Gg E k : % i : . . . . . (64) 
und in der oberen 
Hälfte des Steges die hy 
senkrechte @uerkraft | 


, Jx 
L 


Ay = 09 





die zusammen die 
(uerkraft @ durch 
den Schnittpunkt der 
Flansch- und Steg- 
mittellinie geben. 

Ia der unteren 
Hälfte des Querschnittes 
erhält man die (Juer- 
kraft ©’ durch den 
Schnittpunkt der Mittel- 
linien des Steges und 
des unteren Flansches. 

Der (uerkraft- 
mittelpunkt liegt auf 
der x-Achse außerhalb 
des @aerschnittes im 




















DP 74 2U ?27 
AT 7534. 230) 


Abstande x, von der Abb. 30 
Stegmittellinie. Es wird 
ht Q:' hh\?Fz 
= — er ı (5) E Di ns AN SEE 
2 Qy 2 Ji 
Für das N. Pr. 30 erhält man beispielsweise 
0 == — 3,2 om. 


Wird ’ein solcher Träger in der Stegmittellinie oder gar in der Schwerpunktebene 
belastet, so tritt eine Verdrehung auf, die unter Umständen mit einer Verbiegung der 
"lansche verbunden ist'). 

Beim Schienenquerschnitt, Abb. 30, teilt der Querkraftmittelpunkt die Höhe A, im 
umgekehrten Verhältnisse der durch den Kopf und durch den Fuß übertragenen (Juerkräfte. 


10. Näherungslösungen für die Zusatizschubspannungen. Aus den genauen 
Lösungen ergibt sich, daß die Zusatzschubspannungen nur für in Richtung der Nullinie 
breite Querschnitte von Bedeutung sind. Für zusammengesetzte (Juerschnitte ohne Hohl- 
räume, bei denen streifenförmige oder dickere Teile durch weitere Streifen verbunden 
sind, läßt sich eine Näherungslösung mit Hille des Membranengleichnisses finden. 

Der (Querschnitt nach Abb. 31 (querliegender Schienenquerschnitt N. Pr. 8) ist nach 
Abb. 32 in folgende Teile zerlegt: 

1. Kopf . . . . Rechteck 7,2 cm - 3,6 cm, 

3 » 7,9 em» 1,4cm, 

3. Fuß . . ... Streifen, 11 cm lang, von abnehmender Breite, in der Mitte 
2,3 cm, an den Enden 0,975 cm. 


Der gerade bleibende Längsschnitt geht im Abstande x, von der Fußlinie. Man 
erhält für die Mittelpunkte der Teile die Verdrehungen %,, 9, und #5. Der Rauminhalt 
unter der Membrane über den einzelnen Teilen ist fast derselbe, als ob die ganze Fiäche 
jedes Teiles mit dem mittleren Drucke belastet ist. Man erhält?) 


für Teil 1: M, = 0,23 : 7,2 -3,6’G 0, = 77,3 G%,, 
für Teil 2: MR, — 0,333 - 7,9: 14°G %y =7,2G%,, 
. ; 1 11 (2,3? — 0,975%) 2 Zr 
für Teil 3: M;, = — 0,21 0,97 53 | G9 —= 18,6 G d,. 
12 2,3 — 0,975 | : 


I) Siehe Dr.-Arbeit des Verfassers, Abschnitt III. 
3) Man vergl. Forschungsheft 249, Weber: Die Lelire der Drehungsfestirkeit 
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Hierin ist nach Gl. (2?) '9q (2 — x0) 
Gum — 0). 
2 (m +1) 


Fiir ©, = 0,65 em wird das Moment für den ganzen (uerschnitt 





r s ’ 177 
M M, + Ms» + M,; = |773 (12 — 3,65 +7,21(6,25 — 9,65)+] 5,6 (1,15 — 9,65)] A 0. 


, J u 
2 (m+1 











D - Flache 8 - Flochern der Teıle 
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| | To as 
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| nr | 
| | | 
| | 
| | | 
| 
| 
— vr no L a x 
m 4 > Zu er — + (-- 
Io | 
(AR 1534237 RR 1534232) 
\bb. 31 Abb. 32 
Die größten Spannungen sind 
e y „ 0.93 -3,6 (12 9,65) ‚ . 
im Kopf: 1 = 0,93 .36G6d, = 09 = 69, 
2(m+1 
i eo a ' 2,3 (1,15 — 9,65 Ei 
im Fuße: t 3309 = Om 2,5 69. 


2(m +1) 


Die größte Hanptschubspannung tritt im Fuße auf und ist 


Ta, Eu 1? > "Fra 


2,2 
Die Zusatzschubspannung ist selbst bei diesem in Richtung der Nullinie ausgedehnten 
(Querschnitte von geringer Bedeutung. In der Praxis werden sie mit Recht :+tets ver- 


nachlässigt. 365 
KLEINE MITTEILUNGEN 
Einfache Konstruktion der Beschleuni- Bewegt sich ein Punkt eines Maschinen- 
gung. Während noch vor einigen ‚Jahr- teiles auf einer ebenen Kurve, z.B. aul einem 
zehnten die Ermittelung der Beschleunigung Kreise, so hal es in der Regel keine Schwierig 
eines Maschinenleils elwas seltenes war, hat keit in der Zeichnung, eine Reihe von Lagen 
die Steigerung der Geschwindiskeit und der des Punktes mit dem Zirkel anzustechen, 
damil zusammenhängenden dynamischen Be- welche nach gleichen Zeilintervallen erreicht 
anspruchung vieler Maschinenteile diese Sach werden. In Bild 1 sind einige Punkte einer 
lage wesentlich geändert. In vielen Fällen wird solehen Zeitteilung mit 1 bis 4 bezeich 
(ber die sehr notwendige Untersuchung unter net. Bedeutet ferner s,> den auf dem Bogen ; 
lassen, weil die meisten bekannten Verfahren gemessenen Weg von 1 bis 2, f die auf den 
zur Ermittelung der Beschleunigung recht zeit Weg zwischen zwei benachbarten Punkten ent- 
raubend sind RW . 813 . : } : 
lallende Zeit, so ist die miltlere Geschwin- ' 


Hlıerdurch wurde ich veranlaßt. das nach- t 


lolgende einfache Verlahren auszuarbeilen, wel- digkeit auf der Strecke $j.. Ebenso ist abeı 





hes iel ther ır ıi U} rriel TER PR s13 : \ ; > i i h 
che ich seither nur ım nterricht mitgeteilt die mittlere Geschwindigkeit auf der Strecke 
2t 


HEN, 
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$;.. Je kleiner die Entfernung der Punkte ist, 
einen umso geringeren Fehler wird man be- 
sehen, wenn man annimmt, daß die mittlere 


4’ 


ae 
a. 

3 u.“ “ 
7 u‘ 


FF, > u 
za 29/343 


Abb. 1 
Geschwindigkeit für die Strecke s,, zugleich die 
momentane Geschwindigkeit in dem mittleren 
Zeitpunkte der Strecke, d.h. im Punkte 2 ist 
Heißt diese Geschwindigkeit cs, so ist also nähe- 
PUNESWEISE 


813 
,.,— . 
2t 
i -: . 834 
In gleicher Weise wäre z. B. auch cz = = 
» 2 
usw. Man kann also die Bogenstrecken über 


zwei Zeitteilen, oder mit einer meist hinrei- 
chenden Annäherung ihre Sehnen, als Ge- 
schwindigkeitsvektoren für ihre mittleren Zeit- 
punkte betrachten und in diesem Zeitpunkt 
tangenlial zur Bahnkurve antragen, wie es 
in Bild 1 für ec, geschehen ist. Fände auf dem 
\Wege s,, weder Tangentialbeschleunigung noch 
Normalbeschleunigung stalt, so würde der lau- 
Iende Punkt von 2 ausgehend nach der Zeil 21 
nach 4’ gelangen. Da er in Wirklichkeit nach 
dem Punkte 4 gelangt, so ist der Vektor 474 
die sogenannte Devialtion oder Abtrift, welche 
sich infolge der Beschleunigung beim Durch- 
laufen der Bahnstrecke s;, vollzieht. Bezeich- 
nen wir die wirkliche Größe dieser Strecke mit 
b, und die mittlere Beschleunigung auf der 
Strecke ss,. die wir als die Beschleunigung in 
dem mittleren Zeitpunkte 3 auffassen können, 
mit 9=, so ist bekanntlich 


Io 
b 1/,03 2t)2, 


) 2,753 


also die mit 4’4 gleich gerichtete Beschleu- 


nigung 
b3 
BR 21? 
Trägt man in den Punkten 3. 5. 7 ... die 
Vektoren #4, 6’6. 98 ... oder ein vielfaches 


davon an, so erhäll man ein anschauliches Bild 
ür die Aenderungen der Beschleunigung für 
den Verlauf der Bewegung. Falls die Bahn 
eine gerade Linie ist. so empfiehlt es sich, die 
Vektoren rechtwinklig zur Bahn anzutragen. 

Man könnte auch die Beschleunigungsvekloren 
von einem Pol aus abtragen. Ein solches Bild 
würde jedoch den Zusammenhang zwischen 
der Lage des laufenden Punktes nicht so un- 
mitlelbar erkennen lassen. 

Erfolgt die Konstruktion der Beschleunigung 
nur zum Zwecke der Festigkeitsrechnung, so 
wird man sich in der Regel auf diejenigen 
Teile der Kurve beschränken können, in denen 
schon nach Augenschein die größten oder die 
dynamisch ungünsligsten Beschleunigungen zu 
erwarten sind. 


Für ebene Bewegung eines Maschinenteils 
genügt bekanntlich die Kenntnis der Beschleu- 
nigung zweier Punkte, um daraus die Beschleu- 
nigung aller Punkte abzuleiten und die dyna- 
mische Belastung zu berechnen. 


Karlsruhe i.B. Ernst A. Brauer. 340 


Eine Eigenschaft der Sterbetafel. Man 
bezeichne mit !(x) die Wahrscheinlichkeit eines 
Geborenen, den xlen Geburtstag zu überleben. 
Dann ist /(0) l und /(o 0, wobei © — | 
den höchsten erreichbaren Geburtstag bezeich- 
net. Die Z!/x) sind die Ueberlebenden der 
Sterbelafel. wenn man von einem Geborenen 
ausgeht; also die Zahl der Sterbetafel durch 
die darin angenommene Grundzahl der Ge- 
borenen, meist 100000, dividiert. Die /!(x) 


stellen den Allersaufbau einer slalionären Be- 
völkerung dar. Es liegen zwar sehr viele Be- 


obachtungen der /(x) vor, jedoch scheint es ein 
Naturgesetz für ihren Verlauf nicht zu geben. 
Man selze 


() 
Id)dr=e.(0) .  (); 
L(x) ) 
Pr 
speziell (x) da = e& (0) 
0 
“du 
und [z1W dzs= sl). . . WB). 
c 


£:(0) wird als die Lebenserwartung eines 
&e(1) 
Ferner ist == 7 
(0) 
gleich dem miltleren Lebensalter in der stalıo- 
nären Bevölkerung. 
Im folgenden soll bewiesen werden, daß für 
alle Sterbelafeln 
e (0)? > (1) B), 
d.h.. daß in einer stationären Bevölkerung die 
l.ebenserwarlung eines Neugeborenen größer ist 
als das Durchsechnittsalter der Lebenden. 
L. v. Bortkiewicez!') hat gezeigt, daß diese 
Beziehung mit den Eigenschaften der Sterbe- 


” . .. rg all) .. Li 
intensität w., = zusammenhängt. Mit- 
I(2)dx 


hilfe einer einfachen Identität kam er zu 
dem Schluß: Je nachdem, ob für den Verlauf 
der ganzen Sterbetafel u’ (x) 0 ist, gilt 
e (0)? e(l). Nun ist tatsächlich bei allen 
Sterbetafeln angenähert für z= 15 das u’ (x) - 0. 
Und es enlisteht die Frage, welche von diesen 
Reletionen für die Sterbelafel als ganzes ge- 
nommen die stärkere ist. Um dies ohne Be 
ziehung auf eine bestimmte Absterbeordnung 
nachzuprüfen, muß man zunächst die störende 
Tatsache beseilisen, daß die Reihe der Ir) 
nur numerisch und nicht analytisch gegeben 
ist. Man berechne daher e (O0) und e 1) für 


x-jährigen bezeichnet. 


eine fiktive Absterbeordnung 7 (Ger), die einen 
einfachen analytischen Ausdruck hat, jedoch so 


I, L. v. Bortkiewiez, Die mittlere Lebens- 
dauer, S. 77. G. Fischer. Jena 1893. 
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beschaffen ist, daß das zu ihr gehörige 
e (0) = 8(0), während gleichzeitig #’ (1) > e(1). 
Gilt dann die Relation e(0)= e'(1) hierfür, 
so ist (3) bewiesen. Um 7 zu ermitteln, ist 
in der Figur die Absterbeordnung für das 
deutsche Reich 1891 bis 1900 aufgetragen. 
Man bilde nun / als eine Gerade. welche die 
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Abb. 1 

Ordinate bei ? ,. die Abszisse bei 38 (0) schnel 


det, d.h. eine Absterbeordnung, bei der ein 
Drittel der Geborenen sofort stirbt. während 
der Rest linear mit dem Alter abnimmt. bis 


die Generation bei x 3E (0) ausgestorben 
ist. Die Lebenserwarlung eines Neugeborenen 


ist in dieser Absterbeordnung ebenfalls e (0 
Wie man sieht, verläuft 7” bis zu einem Punk! 


x —= 2 unlerhalb,. dann oberhalb von 1. Das 
zugehörige €’ (1) ergibt sich aus 
3: (0) 
’ 2 
.. »(1 — ) dr — &(0)%, 
R 3 E(0) 
() 


d.h. das Durchscehniltsalter der Lebenden ist 


ebenfalls 8 (0). Dieses 8’ (1) ist nun  stels 
größer als das e (1). Denn da ex definilione 
“v) 1477 
[1 dz= "(r) da, 
Ö Ö 
so ist für jedes & 
w 
(1) —e (1) = I r lila) —- V(a)) da 
0 
vu 
= (2 — 8) [l(a) — V(a)) de. 
Ö 


Da aber !(@) - !(a)=0, wenn zr=E£, so ist 
das Integral stets negativ, also e’(1)= (0)? 
> (1), was zu beweisen war. 


Demnach gilt folgender Salz: Wenn bei 
einer Sterbetafel sich ein Alter & 
konstruieren läßt, so daß für jedes 
z=E£ die Relation (x) zZ («) besteht, 
wobei ”’(x)im Sinn der Zeichnung de- 
finiert ıst, so ist die Lebenserwar- 
tung eines Neugeborenen größer als 
das mittlere Alter der Lebenden. 


Diese Beweismethode setzt nichts über die 
analytische Nalur von /!/x) voraus und Jäßt 
sich außerordentlich einfach durchführen. Die 
Nachprüfung zeigte. dab der Satz für die 
Sterbetafeln aller heutigen Kulturländer zutrifft. 


Dieser Salz läßt sich noch auf andere Arten 
ausdrücken. Da in einer stationären Bevölke- 
1 2 
rung gleich der Geburten- bezw. Sterbe- 
eV) 
zilfer ist, so ist hier die Geburten- bezw. 
Sierbeziffer stets kleiner als der reziproke 
Wert des Durchschnittsallers der Lebenden. 


Wegen der Anfangsbedingungen ist &(0) 
auch gleich dem mittleren Alter beim Tod. 
Denn 


vw “vw 


[1a de= — x dla)» 


0 ( 


Daher ist das Durchschnittsaller der Leben- 
den in einer slalionären Bevölkerung kleiner 
als das mittlere Alter beim Tod, was keines- 
wegs selbstversländlich ist, da ja die Lebenden 
und Gesltorbenen eine ganz verschiedene Aller- 
verleilung besitzen‘ 

Man kann den Salz auch als eine Aussage 
über die Verteilung der e (x) auffassen. Man 
bilde das mitllere Alter der über x Jahre Alten 


w 


J elle) dx 
_® 


(v 


I dz 


L 
und den Mittelwert der Lebenserwarlungen der 
über x Jahre Alten 


(00) 
fo £x (0) dz 
£:(0) _— ne 
w 
fie dz 
x 


Beide Größen stehen in nahem Zusammen- 
hang. Selzt man nämlich 


vw 


fo ds =/(a), 


x 





He 


»i#) 


I 
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so wird nach (1 


(vv w 
(x) &:(0) dx - [10 dx 
- L “«v 
. u“ ” 
= E | — I rdf(e). 
L 
x 
Da aber 
i ad f(x) 
(wo) =0 und /(r) = — ha 
dx 
so wird 
(1) &&(0) de = — ı[/(a) + [= (x) dt, 
r x 
also 


u.) = rn . . . (4). 

Diese Formel wird vor allem zur Inter- 
polation bei unvollständigen Tabellen von 
Wichtigkeit sein. Wie man an Hand dieser 
\bleitung leicht sieht, gilt dieser Satz auch für 
n verbundene gleichaltrige Lebende. Man hat 
zum Beweis nur /(x) durch (x) zu ersetzen. 

Das mittlere Alter von n gleichaltrigen, über 
x Jahre alten verbundenen Lebenden ist in einer 
stationären Bevölkerung gleich dem Alter x 
plus dem Mittelwert der Lebenserwartungen 
von n gleichaltrigen, über x Jahre alten ver- 
bundenen Lebenden. Speziell ist also für 2 =0 
und n I das mittlere Alter aller Lebenden 
in einer stationären Bevölkerung gleich dem 
\litltelwert aller Lebenserwartungen ! Dem- 
nach gilt für die Verteilung der e (0) über die 
(x der Satz: Die Lebenserwarlung 
eines Neugeborenen ist größer als der 
Mittelwert aller Lebenserwartungen. 


Heidelberg. E. J. Gumbel. 382 


Beitrag zur Nomographie. In seinem in 
dieser Zeitschrift?) erschienenen Aufsatz »Die 
Dreiecktafeln und die hydraulische Energie- 
umwandlungskurve« benülzt Herr 0. Lac- 
mann das gleichseilige Dreieck als Grund- 
lage seiner Nomogramme. Insbesondere deutet 
er am Schlusse an, daß sich auch Gleichun- 
sen von der Form 

KH IE IK = GC, 
in der f(X). g(Y), h(Z) beliebige. in den be- 
Irachteten Intervallen stetige Funktionen der 
drei Veränderlichen X, Y, Z und p, q, r be- 
liebige Exponenten sind, nach erlo!glem Loga- 
rıthmieren leicht durch  Dreieckrechentafeln 
darstellen lassen. 

Im folgenden soll in Kürze gezeigt werden, 
wie diese und ähnliche Aufgaben auch aul 
anderem Wege gelöst werden können. 

a) Zwei Veränderliche. 

Es sei zunächst die Gleichung 

4 r BZ Y 
KA) TIeNP = C 

') Vergl. E. ©Üzuber, Mathematische Bevölke- 
rungstheorie nach Knibbs, S. 85. Teubner. Berlin 
1923. 

2) Bd. 2, 1922, S. 375. 
































Kleine Mitteilungen 351 


behandelt. Logarithmieren ergibt mit leicht- 
verständlicher Substitution 
ax—+-by=c. 
Hier bielen sich zwei Wege dar: 


l. Benülzt man das gewöhnliche rechtwink- 
lige Koordinatensystem und trägl (s. Abb, 1 


a & 
A= auf der Ordinaten-, B= — auf der Abs- 


5 & 


zissenachse auf wobei Z sofort bestimmt wer- 

















N m —— 
/ 


(2023/283) 2 I 


Abb. 1 





den wird), so gilt für jeden Punkt der Ge- 
raden g 


h 
Ax+By= AB oder : 


az +by= £° 


Aus der Identitätsbedingung 


ab 4 , ah 

= c ergibt sich E= _—. 
E c 
> 

Die Benülzung dieser Tafel ist oline weiteres 
verständlich. 

2. Im zweiten Falle wird ein im allgemeinen 
schiefwinkliges Koordinalensysiem benützt, des- 
sen Achsenwinkel sich erst aus den folgenden 
Rechnungen ergibt. 

Ist wieder 

ax -+-by=c., 


so muß, damit diese Gleichung erfüllt ist, 


nach Auftragung von a auf der Ordinaten- und 
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J / 


BF EG I 
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(2023/20) 
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Abb. 2 


von b auf der Abszissenachse, der Achsen- 
winkel @ (s. Abb, 2) sich aus folgender Glei- 
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chung bestimmen lassen 


r a c 
absinp = c, sing = 
ab 
Ist e ab, so läßt sich durch eine ge- 
eignele Transformalion, z.B. v = x, —- m, doch 


stets ein rechter Winkel herbeilühren). Zeich- 
net man im Ursprung O die zu den a- und D- 
Richlungen senkrechten x- und „-Geraden, auf 
denen die entsprechenden Skalen aufgetragen 
werden, so ergeben sich auf die aus der Abb. 2 
Weise die 
Werte der Unbekannten. 


ersichtlliche zusammengehörigen 
b) Drei Veränderliche. 
Die Gleichung 
/(X) “ I Y)]® h(Z) ‘ D 
ergibt dureh Logarilhmieren mit leichtverständ- 
licher Substitution 
ax by—cz d 
\uch hier ergeben sich zwei Wege 
I. Analog dem im vorhergehenden unter 1. 
behandelten Falle ergibt sich nach Aufzeich- 
nung des Dreiecks mil den Seiten 
da h 
A = . B = - { —— 


& 
Ax+By+(:z=?2F, 


wobei F nach der Heronischen 
berechnen ist. 


2) 


v7 


l’ormel zu 
Anderseits muß 2? F=d sein, 


woraus sich ergibt Träagt man auf einem 











U 


Abb. 3 


in der Abb. 3 ansedeuleten auf einen 
durchsichtigen Papier befindlichen Achsenkreuz 
die x-, y- und z-Skala auf, so kann dieses zur 
l,ösung der vorgelegten Aufgabe in bekannter 
Weise verwendet werden. 

2. Benülzt man unmittelbar a,b,c als Drei- 


ecksseilen, so ist 
ac-+ by +c:=23Fr+td. 


Die nölige Identität herzustellen. gelingt 


v 


lurch Transformation, z.B. x £+-ua ad 


l b) 
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Band 4 


by+-cz=2F-—-au=d 





Der weitere Vorgang ist der gleiche wie im 
[all 1. 
Genügen a. b, c also auch A, B, C 
nicht den zur Konstruklion eines Dreiecks ’ 
erforderlichen Bedingungen, so ist die Glei- 
chung 


ax by ez—=d 
z.B. in 
a x 
ma - nb e2—=d 
m n 


umzuformen m, n beiiebige, zweckentspre- 


chende Zahlen) und bezw, als neue Un- 
m n 
bekannte aufzufassen. 
C Anwendungen. 


behandelten Faile sollen 
zwei Anwendungen in Kürze besprochen wer- 
den 


Von dem unler al 


a) Es seien die beiden linearen Gleichungen 
A, X b,y c, 
QaX°—+-b,y=c; 


man die 


gegeben. Trägt entsprechenden 
Ci Ci a + 1 

A = und B; = (= 1.2) auf den bezügr- 
bi d; 


lichen Achsen auf und sucht den Schnitt der 
so festgelegten Geraden, so ergibt sich in den 
zum Schnitt gehörigen z,y die Lösung des 
vorgelegten Systems. 


5) Selzt man in der Gleichung aa bDy=c 
= €", Y u 


so entsteht die trinomische Gleichung. 


au” +bo" = c. 
Es ergibt sich ihre Lösung als Schnitt der 


c 2 « 
durch A= und B= festgelegten Ge- 


b a 3 
raden mit der Kurve 0" =f(e”). Versieht man 
die Kurve — durch Hinaufloten der o-Werte 


— mit einer o-Skala, so ergibt sich ein No- 
mogramm zur Lösung der Gleichung, das aber 
den Nachteil hat, daß jeweils die Quotienten 


. 
und gebildet werden müssen, was z.B. 


h d 
bei den Fluchtentafeln nicht der Fall ist'). 
Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich 
läge in der Heranziehung der Flächenbeziehun- 
sen vielleicht eine weilere Verallgemeinerungs- 
möglichkeit für die Nomographie. 
Wien, im April 1929. 
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), Der besprochene Fall kann als besonderer 
Fall der Gleichungen von der Form 
2 =qı(0), y=92'0) 

anzesehen werden, die ebenfalls nach der oben 4 

gegebenen Art gelöst werden können. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Die hier angezeigten Bücher sind durch die Sortiment-Abteilung des VDI-Verlages, 
Berlin SW 19, Beuthstraße 7, zu beziehen.) 


REINHOLD RÜDENBERG, Professor Dr.- 
Ing. und Dr.-Ing. e.h., Chef-Elektriker der Sie- 
mens-Schuckerltwerke, Privaldozent an der Tech- 
nischen Hochschule zu Berlin. Elektrische 
Schaltvorgänge und verwandte Stö- 
rungserscheinungen in Starkstrom- 
anlagen. Mit 477 Abb. im Text und 1 Tafel. 
Verlag von Julius Springer. Berlin 1923. VII 

504 S. 

Die stalionären Vorgänge in Wechselstrom- 
anlagen sind mehr und mehr zum gesicherten 
Wissensbesitz aller Elektrotechniker geworden, 
auf ihm beruhen die meisten Kalkulationen 
elektrischer Anlagen. Aber gerade die Sicher- 
heit, mit der man mit diesen Begriffen um- 
zugehen sich gewöhnt hat, wurde oft zu einer 
(sefahr; sie ließ vergessen, daß jede Störung 
der Voraussetzungen für stationären Betrieb 
in elektrischen Anlagen zu Spannungen und 
Strömen von ganz anderer Größe führen kann, 
als die alltäglich gewöhnlten. Das große Ge- 
biet der elektrischen Ausgleichsvorgänge, So 
zahlreich auch seine Literatur ist, ist doch im 
elektrotechnischen Unterricht stets mehr als 
Spezialgebiet behandelt worden und blieb vie- 
len praktischen Elektrotechnikern mehr oder 
weniger unbekannt. Es muß deshalb dem 
Verfasser obigen Werkes als ein großes Ver- 
dienst angerechnet werden, daß er durch sein 
Buch versucht. einem größeren Kreis von Tech- 
nikern diese Untersuchungen näher zu bringen 
und zu zeigen, daß hier verhältnismäßig recht 
elementare malhematlische Hilfsmittel, verbun- 
den mil einer genauen Kenntnis der elektro- 
magnelischen Grundgeselze, ausreichen, um eine 
ülle von praktischen Aufgaben zu bewälligen. 
Vom mathematischen Standpunkt handelt es 
sich ja meist nur um die Zusammenselzung 
Ireier Schwingungen mit den »stationären 
erzwungenen Schwingungszusländen. 

Das Buch wendet sich hauptsächlich an die 
Ingenieure, die Klarheit über die Vorgänge 
haben wollen, die ihnen bei ihrer Arbeit viel- 
lach Schwierigkeiten und Gefahren bereiten. 
Ich denke aber, daß es gerade auch für den 
lechnischen Unterricht ein vorzügliches Hills- 
mittel werden wird, dem reiferen Studierenden 
durch präzise mathemalische Darstellung diese 
(sebiele verständlich zu machen. Und endlich 
wird auch mancher Lehrer der angewandten 
\lathemalik aus dem Buch eines die theore- 
lischen Grundlagen beherrschenden praktischen 
Ingenieurs, sich gerne Beispiele für seinen 
Unterricht auswählen. In dieser Hinsicht sei 
z. B. auf die Behandlung der Schwingungs- 
kreise mil nicht linearer Charakteristik hin- 
sewiesen. Die mathemalischen Hilfsmittel sind 
einfach und setzen nicht mehr Kenntnisse als 
die üblichen über gewöhnliche Differential- 
sleichungen und die einfachsten Fälle partieller 
Dilferentialgleichungen voraus, dazu einen ge- 
wissen Sinn für die Handhabung malhemali- 
scher Näherungsmelhoden. Was die physika- 


lische Seite des Buches betrifft, so ist reich- 
licher Stoff in vielen neu aufgenommenen 
Öszillogrammen der behandelten Schwingungs- 
und Ausgleichsvorgänge enthalten. 

Der erste Abschnitt, der in die Kapitel: 
Einfache Stromkreise, magnelisch verkettetg 
Stromkreise, Schalten von Motoren, Störung 
der Leitungsumgebung zerfällt, behandelt die 
im Allgemeinen als »quasistationär« bezeichne- 
ten langsamen Schalltvorgänge auf der Grund- 
lage gewöhnlicher linearer Differentialgleichun- 
gen. Er gibt eine dankenswerte Bearbeitung 
der in der physikalischen und technischen 
Literatur verstreuten Darstellungen dieser Ge- 
biete. Wenig bekannt und schwieriger sind 
hier z. B. die Untersuchungen im zweiten Ka- 
pitel über die freien Drehfelder in Mehr- 
phasenmaschinen und die im vierten Kapitel 
über die Wirkung des Erdungsseiles von Hoch- 
spannungsübertragungen. 

Der nächste Abschnilt handelt von den Vor- 
gängen in Stromkreisen mit gekrümmter Cha- 
rakleristik, die dureh Liehtbogenwirkung (5. Ka- 
pitel) und magnelische Sättigung (6. Kapitel ) 
zustande kommt, also nichtlinearen Differen- 
tialgleichungen. In diesem Teil finden sich 
eine größere Anzahl dem Verfasser zugehöriger 
neuer Problemstellungen und Entwicklungen; 
als nichtstationäre Vorgänge mit gekrümmter 
Charakteristik seien genannt: Die Lichtbogen- 
wirkung beim Ausschalten von Wechselstrom 
mittels Luft- und Oelschalter, Rückzündung 
von Kapazilälskreisen u.a. m. Nicht in allen 
Fällen beruhen die Näherungsrechnungen hier 
auf Abschätzungen, die im wmalhematischen 
Sinn als streng zu bezeichnen wären, so z.B. 
die Behandlung des Sätligungsstoßes im 6. Ka- 
pitel.e Aber sie werden durch den Vergleich 
mit den aufgenommenen Oszillogrammen ge- 
rechtfertigt. Von besonderem Interesse sind 
auch die in solchen Stromkreisen auftreten- 
den Mehrdeutigkeitlen des stationären Betriebs 
und die damit in Verbindung stehenden Sta- 
bilitätsfragen (31). Nr. 30 enthält eine Unter- 
suchung der Oberschwingungen in magnelisch 
gesätligen Dynamomaschinen und Transfor- 
maloren. 

Sehr ausführlich wird im letzten Abschnitt 
das Gebiet der Wanderwellen auf Leitungen 
behandelt, sowohl auf homogenen (7. Kap.) 
als auch zusammengesetzten (8. Kap.), schließ- 
lich im 9. Kapitel noch Leitungen mit einge- 
schalteten Spulen und Kondensatoren, wie sie 
zu Schutzzwecken viel gebraucht werden. Diese 
Kapitel, die auch in der mathematischen Dar- 
stellung (lineare partielle Differentialgleichun- 
gen) manche neue Wendung bieten, können 
als eine wertvolle Ergänzung zu dem bekann 
len Buch von K. W, Wagner aufgefaßt wer- 
den. Während dort die mathematische Be- 
rechnung weitergelührtl ist, findet sich hier 
eine größere Fülle von technischen Anknüp- 


« 


fungspunkten (vergl. z. B. Nr. 37: Rückzündun- 
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gen). Teilweise neu ist die Darstellung der 
Uebertragung von Wellen auf Nachbarleitun- 
gen, ebenso eine Reihe der über Schulzspulen 
und Kondensaloren abgeleiteten Gesichtspunkte. 
Schließlich enthält das letzte Kapitel auch eine 
knappe Darstellung der Theorie der Wander- 
wellen im Innern von Spulen nach dem Bild 
der Kettenleiter; die resultierende Differential- 
gleichung dient hauptsächlich zur Erklärung 
der krilischen Frequenz der Spulen und der 
Abflachung unsteliger Wellenfronten in den- 
selben. Obwohl für dieses Gebiet auch An- 
sätze auf Grund der Maxwellschen Feld- 
theorie vorliegen, ist es doch zu kompliziert, 
als daß man auf dem strengen Wege bis zur 
vollen Integration durchdringen könnte. Die 
Technik mußte sich daher die Begriffe der 
verleillen Kapazität und Induktivität und der 
gegenseiligen Windungskapazilät schaffen. Ver- 
schiedene anschauliche Feldzeichnungen erleich- 
lern hier das Verständnis solcher Hilfsbegriffe. 

Krwähnt sei noch das ausführliche Lileratur- 
verzeichnis am Ende; es erhöht noch den 
Wert des reichhaltigen Buches, das Lehrern, 
Studenten und Ingenieuren wärmstens zu emp- 
fehlen ist. F. Noether. 356 


H. CRANZ und KAMMERER, Versuche 
mit Zahnrädern von Straßenbahn- 
wagen. Mit 19 Textabbildungen. — H. MARK- 
MANN, Versuche mit schnellaufenden 
Riemscheiben. Mit 17 Texlabb. Versuchs- 
ergebnisse des Versuchsfeldes für Maschinen- 
elemente der Technischen Hochschule zu Berlin 
‚Vorsteher: Prof, Kammerer), 3. u. 4 Heit. 
Druck und Verlag von R. Oldenbourg. Mün- 
chen und Berlin 1923. 36 8. 


Die Versuche sind ebenso wie die Versuchs- 
einrichtungen von allgemeinem Interesse, so 
daß ihre Veröffentlichung recht dankenswert 
ist. Bei den Versuchen mit Zahnrädern von 
Straßenbahnen handell es sich um bestellte 
Untersuchungen, durch welche der Einfiuß der 
Zahnräder-Abnulzung auf ihren Wirkungsgrad 
lesigeslel:t werden sollte. Die Ergebnisse sind 
übersichtlich dargestellt, nur bedauert man die 
bei den hohen Druckkosten vielleicht verständ- 
liche Unterdrückung der einzelnen Versuchs- 
werte. (Statt der ursprünglichen Meßwerte der 
absoluten Verluste sind gleich die davon abge- 
leitelen und wieder interpolierten Kurven der 
relaliven Wirkungsgrade milgeteilt, auf die es 
für den Besteller der Versuche zwar letzten 
Indes meistens ankommt, während die Ge- 
setzmäßigkeilen und Meßfehler von Ver- 
lusten, die nur wenige Prozent betragen, nur 
aus ihren absoluten Beträgen vol erkannt wer- 
den.) Bei voller Beanspruchung war der Ver- 
lust von neuen Rädern nur 2vH, der von ab- 
venülzlen stieg aul 10 bis 14 vIl, ein Ergebnis, 
das nur durch .die wesentlich verstärkte Rei- 
bungsarbeit erklärt werden kann, die zwischen 
den Verzahnungen infolge der Massendrücke 
auftritt. Die Versuche fanden bei den geringen 


Umfangsgeschwindigkeiten von 3 bis I m/s statt 
und sind nicht ohne weiteres auf Versuche 
mit 10mal höheren Umfangsgeschwindigkeilten 





Band 4 


und starker Schmierung übertragbar, die uns 
leider heute noch fehlen. 

Für die Festigkeilsberechnung sind die Ver- 
suche mil raschlaufenden Riemenscheiben recht 
lehrreich, deren Deformation gemessen wurde, 
indem an 24 Punkten des Sche:ibenumfanges der 
Reihe nach Stifte aufgesetzt wurden, deren mit 
der Drehzahl zunehmende Mittenentfernung von 
außen genau abgelastet wurde. Auf diese Weise 
zeigten -sich besonders kraß die starken und 
gefährlichen Deformationen bei Anbringung von 
Ausgleichgewichten am Kranze, welche die 
mögliche Umdrehungsgeschwindigkeit rolieren- 
der Scheiben erheblich beeinträchtigte. (Wäh- 
rend normale einteilige gußeiserne Scheiben 
bis zu 90 m/s Umfangsgeschwindigkeiten nich! 
zum Bruche gebracht werden konnten, brach 
eine einseilig belastete schon bei elwa 60 m/s 
Umfangsgeschwindigkeit: üblich sind für Gubß- 
eisen höchstens 30 ms.) Im übrigen bestälti- 
sen die Versuche die Rechnung, wonach durch 
Fliehkraft allein bei den im Maschinenbau ge- 
wohnten Formen und Geschwindigkeiten keine 
bedenklichen Beanspruchungen im Kranze auf- 
treten, und die Beobachtung, daß die durch 
ungleichmäßige Abkühlung auftretenden innern 
Spannungen von Guß-Scheiben ganz bedeutend 
höher sein können. 


Dresden. k. Kutzbach. 281 


A.undO.FÖPPL. Grundzüge derFestig- 
keitslehre. Mit 141 Abbildungen im Text 
und auf einer Tafel. Teubners Technische 
Leitfäden. Bd.17. Leipzig-Berlin 1923. 2908. 

Nach der im Vorwort zum Ausdruck ge- 
brachten Absicht leitete die Verfasser dieses 
Buches der Wunsch, ein Hilfsmittel für streb- 
same Ingenieure zu schaffen, die das Be- 
dürfnis empfinden, ihre theoretischen Kennt- 
nisse zu erweitern. Die $8Abschnitte, in die 
sich ihr Buch gliedert, tragen die Ueber- 
schriften: 1. der einachsige Spannungszustand, 
2. der zweiachsige und der dreiachsige Span- 
nungszustand, 3. die Biegungslehre, 4. die Ver- 
drehungslehre, 5. die zusammengesetzte Be- 
anspruchung stabförmiger Körper, 6. Platten, 
Rohre und Gefäße, 7. umlaufende Räder und 
Scheiben, 8. Schwingungsfestigkeit und Schwin- 
sungsrisse. Die Verfasser heben als eine be- 
sondere Eigentümlichkeit ihres Buches die 
gegenüber verwandten Werken ausführlichere 
Behandlung der Verdrehungslehre hervor. 

Sie bauen die Festigkeitslehre durchaus in 
der an einigen Hochschulen bevorzugten Weise 
auf, in der sich bei näherem Zusehen eine 
geschichtliche Entwicklung spiegeln  dürlte, 
nämlich die Entstehung der Materialprüfungs- 
anstalten und des Materialprüfungswesens der 
Technik, sowie eines Kreises von Festigkeits- 
aufgaben, auf welche die Aufmerksamkeit der 
Ingenieure etwa um die Jahrhundertwende ge- 
lenkt wurde. Die Grundbegriffe erscheinen 
als das Ergebnis einer phänomenologischen 
Registrierung von Erfahrungstalsachen, die ob- 
wohl seit langem auch zur Begriffsbildung 
in der Elastizitätslehre herangezogen, hier an 
Hand des Zug- und des Druckversuches auf- 
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oezählt und verwertet werden. Die in den 
letzten Jahrzehnten in den Forschungsstälten 
der Hochschulen und der großen Industrie- 
werke des In- und Auslandes gesammel'en 
wertvollen Erfahrungen lassen vielleicht den 
Zeitpunkt nicht mehr als einen fernen er- 
scheinen, in dem in der Festigkeitslehre die 
durch einen ihrer weit vorausschauenden Vor- 
kämpfer, durch Otlo Mohr vorbereitete 
Revision und die Neufassung ihrer seiner- 
zeit aus einem dringenden praktischen Be- 
dürfnis und dem Zwange der Verhältnisse 
entstandenen Begriffe und ihrer Theorien der 
Brucherscheinungen von selbst sich vollziehen 
werden. 


Zu begrüßen ist, daß über die Fl.eeßfiguren 
des weichen Eisens bei der Beschreibung des 
Zugversuches einiges gesagt wird. Zur be- 
züglichen Abbildung 5 auf Seite 15, welche die 
Krscheinung am Flacheisenstab erläutert, wäre 
vielleicht zu bemerken, daß die Gleitlinien auf 
den Breitseiten nicht nur unter einem Winkel 
von 45° zur Kante zu erscheinen brauchen, 
um dennoch, wie es die Mohrsche Theorie 
jür den speziellen plastischen Körper ver- 
langt, Gleitebenen anzugehören, die diesen 
Winkel mit der Stabachse bilden. Als ein 
Iehrreiches Beispiel für die zusammengesetzte 
Beanspruchung bietet sich den  Verfassern 
unter andern Aufgaben der Belastungsfall 
eines Kreisringes durch 4 gleiche Einzelkräfte, 
die paarweise in gleicher Richtung wirken. 
\us dem Inhalte der Abschnitte über Biegung 
und Drehung seien noch hervorgehoben die 
Behandlung der verdrehten Walzeisenlräger 
und Träger mit Hohlquerschnitten, sowie sta- 
iisch unbestimmter Verdrehungsaufgaben und 
die Festigkeitsberechnung der Schwungräder. 
Die Spannungsverteilung in den umlaufenden 
Scheiben wird an ihrem einfachsten Hall 
(Scheibe gleicher Dicke) besprochen. 


Aus den Versuchen zur Feststellung der 
Schwingungsfestigkeit, um deren Erforschung 
sich der eine Verfasser verdient gemacht hal 
und über die der letzte Abschnitt berichtet, 
haben sich bemerkenswerte Folgerungen er- 
veben. Sie führten unter anderm zu dem Er- 
oebnis,. daß die Oberflächenbeschaffenheit der 
Versuchskörper von großem Einfluß auf die 
Zahl der ertragenen Kraftwechsel ist. Ein 
Hundertstel Millimeter tiefe Risse, die beim 
Polieren der Stäbe zurückgeblieben waren, ge 
nügten, um den Riß bei Stahl vorzubereiten. 
l’ehlstellen im Innern der Versuchskörper hal- 
len eine ähnliche Wirkung. 


Alles in Allem bietet das Buch in seiner 
lebendigen und leicht faßlichen Darstellung 
einen vortrefflichen Abriß der Festligkeitslehr>, 
der, weil er die Grundzüge in einer Reihe von 
einfachen Aufgaben entwickelt, mathematischer 
Hilfsmittel in verhältnismäßig geringem Aus- 
maß bedarf und deshalb gewiß einem brei- 
\eren Leserkreis willkommen sein und wohl 
auch manchem Nichtingenieur es erleichtern 
wird, sich Rat auf diesem Gebiet zu holen. 


Götlingen. A. Nädai. 36) 


LUDWIG BIEBERBACH, o. ö. Professor 
der Mathemalik an der Friedrich-Wilhelms- 
Universität in Berlin. Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen. Vorlesungen aus dem 
Gesamtgebiet der gewöhnlichen und der par- 
tiellen Differentialgleichungen. Mit 19 Text- 
liguren. Band VI aus: Die Grundlagen der ma- 
Ihematischen Wissenschaften in Einzeldarstel- 
lungen mil besonderer Berücksichtigung der 
Anwendungsgebiele. Verlag von Julius Sprin- 
ger. Berlin 1923. VII--3178. Grundzahl 10 #%, 
geb. 11,5 Mb. 

Das Erscheinen dieser Vorlesungen ist schon 
allein deshalb zu begrüßen, weil die meisten 
der bisher gebrauchten deutschen Lehrbücher 
über den in Rede stehenden Gegenstand 
vergriffen sind und tatsächlich  Verlegen- 
heit besland, wenn man seinen Hörern ein 
Buch über Differentialgleichungen empfehlen 
sollte. Nun glaube ich aber überdies sagen 
zu dürfen, daß dieses Buch die Aufgabe, 
aus dem übergroßen Stoff das Wesentliche 
herauszugreilen, in recht befriedigender Weise 
löst. Sicher für den Universitätsstudenten, der 
hier die Grundlagen für eigenes weiteres Stlu- 
dium erhält: mit einer gewissen Einschrän- 
kung auch für den jungen Techniker und Phy- 
siker. Diese werden vielleicht nicht alles 
linden, was sie wünschen — man kann eben 
auf 319 Seiten nicht die Grundlagen der 'Theo- 
rie und auch noch die spezielle Durcharbei- 
lung ausführlich bringen aber sie werden 
doch überall soweit gelührt, daß sie sicheren 
Boden für ihre Rechnungen unter die Füße 
bekommen. Es fehlen weder die graphischen 
Verfahren noch die numerischen von Runge 
und Kutla, auch findet man bei den linearen 
partiellen Dilferentialgleichungen zweiter Ord- 
nung die in der Praxis gebräuchlichen An- 
sätze. Vielleicht wäre es bei einer Neuauflage 
sul, für die Leser gewisse schwierige Teile. 
die schon im dritten und vierten Kapitel des 
ersten Abseliniltes stehen, aber für das Studium 
des Weiteren zunächst entbehrt werden kön- 
nen, als solche zu bezeichnen. Das Buch 
würde an praktischer "Brauchbarkeit für den 
Nichtmathematiker gewinnen. 

Das Buch gliedert sich in vier Abschnilte. 
Das erste Kapitel des ersten Abschnitts (ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen erster Ord- 
nung) bringl auf 24 Seiten die bekannten for- 
malen Integralionsmethoden. Sehr schön ist 
das zweite Kapitel: die Methode der sukzes- 
siven Approximaltionen. Dadurch, daß diese 
Methode vorangestellt und dann der Satz be- 
wiesen wird, daß sich das Resullat wenig än- 
dert, wenn man Differentialgleichu' < und An- 


langsbedingung wenig ändert - ein auch 
weiterhin äußerst fruchtbarer Satz gelingt 


die Erledigung der Polygonmethode und der 
Methode der Polenzreihen in überraschend ein- 
f[acher Weise. Die Uebertragung d.r Simp- 
sonschen Regel beendigt das Kapitel, Das 
dritte Kapitel bringt die Diskussion des Verlaufs, 
das Verhalten an singulären Stellen in engem 
Anschluß an eine Arbeit Bendixsons. Das 
Kapitel enthält auch die Theorie der singulären 
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lösungen. Das vierle Kapitel, die Theorie im 
komplexen Gebiet. behandelt den funktionen- 
Charakter der Integrale. Aus 
Abschnitt Difle- 
zweiter Ordnung) möchte 
ich das dritte Kapitel: Diskussion des Ver- 
laufs der Integralkurven, hervor- 
heben. Es enthält außerordentlich viel, bringt 
im Anschluß an die fundamentale Arbeit Birk - 
hoffs eine Untersuchung über geschlossene 


theorelischen 
dem  zweilen sewöhnliche 


renlialgleichungen 


besonders 


Integralkurven, bespricht die Oszillationstheo- 
reme und Randwertaulgaben linearer Gleichun- 
gen, im Zusammenhange damit die Theorie der 
Kigenwerte und FEigenlunktionen nebst Ent- 
wieklungssatz und schließt mit der Besselschen 
Dilferentialgleichung. Das vierte Kapitel ent- 
hält wieder den funklionentheoretischen Teil 
lineare Gleichungen der Fuchsschen Klasse, 
Dillerenlialgleichung, Le- 
gendresche Polynome). Der dritte Abschnitt 
partielle Dilferentialgleichungen erster Ord 
nung) bringt eine recht durchsichtige geome 
Irische Theorie der Gharakleristiken und der 
anschließenden Integrationsmelhoden nebst der 
bekannten Anwendung in der Mechanik (Ha- 
miltonsche Gleichungen) und die Elemente der 
l.ieschen Transformationslheorie. Der vierte 
und letzte Abschnitt (partielle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung) enthält einmal das 
Wenige, was hier über die CGharaklterisliken- 
Iheorie bekannt ist, und wendet sich dann den 
linearen Dilferentialgleichungen zu, wobei die 
elliplischen, hyperbolischen und parabolischen 
Fälle in ihren wesentlichen Zügen behandelt 
werden und, wie gesagt, auch die in der Phy- 
sik und Technik gebräuchlichen Methoden kurz 
zu ihrem Recht kommen. Natürlich kann ein 
allgemeines Lehrbuch von 319 Seiten nicht mit 
Rieman-Webers bekanntem Werk in Kon- 
kurrenz trelen. Man findet aber z. B. die 
schönen Untersuchungen Courants über das 
asymptolische Verhalten der Eigenwerle der 
schwingenden Platte. 

Diese außerordentliche KHReichhaltiskeit des 
Buches bringt es freilich bei dem beschränk- 
len Raume mit sich, daß der Verfasser manch 


ıypergeomelrische 


mal genöligt ist, in den Stil des Relferates 
überzugehen und die Beweise nur kurz an- 
zudeulen, so daß der Leser auf die Original- 
literalur oder auf eigene Arbeit angewiesen 
ist. Aber das ist doch im Anfange so ge 
schickt gemacht, daß die Lesbarkeit des Buches 
nicht darunter leidet. Im Gegenteil, bei der 
) 


lrische des Tones dieses mit Recht sich Lehr- 


buch nennenden Werkes besteht vielleicht eher 


die Gelahr, daß der Leser allzu gerne über die 
Beweise hinwegseht. Der Praktiker mag das 
ruhig tun, der Mathematiker muß sein Ge- 
wissen fragen. 

Hier und da wird man auch elwas anders 
wünschen. So finde ich die Darstellung auf 
S. 151, 155 recht knapp und wenig durchsichtig 
Ich würde die von Kneser (malh. Ann. »8 
vorziehen, der übrigens hier ebensowenig ziliert 
wird wie Lıiouville, der auch schon das 
asymptolische Verhalten der Eigenfunktionen 
gehabt hat. Ein Druckfehler, dem Mathema- 
liker sofort erkennbar, aber sicher den An- 
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länger störend, zumal er in einem Bericht ohne 
Beweis steht, findet sich 8. 182, wo Zeile 5 
m— ä& stall z—& stelt, so daß es aus- 
sieht, als wenn Convergenz und asymploli- 
sches Verhallen verwechselt würden. 

Das ist natürlich alles nicht von Belang und 
so sei dieses schöne, moderne und inhalt- 
reiche Buch auch den Lesern dieser Zeitschrift 
angelegentlich empfohlen. Druck und Ausslat- 
lung sind gul, wie es sich beim Verlag Sprin- 
ser von selbst versteht. 


-n 


Berlin. Hamel. 353 
H. ONNEN, Sen. Dr., Haag (Holland). 
Kreisevolventen und ganze algebrai- 
sche Funktionen. Mit 15Abb. im Text 
Malthemalisch-physikalische Bibliothek. Heraus 
segeben von W, Lietzmann und A. Wil 
ting. Band. 51. Verlag von B.G. Teubner 
l.eipzig und Berlin 1923. 49 S. 
Der Krümmungsradius eo, der n-ten Evol 
vente eines Kreises vom Radius r, läßt sich 
als ganze rationale Funktion n-ten Grades 
des Drehungswinkels w der Kreistangenten gege ı 
eine Anlangslage |w 0) darstellen 


{if} ) ” : r In 2 © 
A w" —4 or 14 - w? 
n! (n— 1)! 2! 
"n 1 
T we Tr Tg 
1! 


wo r, die Länge von o, für w=0 bedeutet. 
Ist on=0, so hat die n-te Kreisevolvente eine 
Spitze. Die Wurzeln einer algebraischen Glei- ” 
chung n-len Grades mit reellen Koeffizienten 
entsprechen daher den Rückkehrpunkten einer 


bestimmten n-ten Kreisevolvente. Der wei- 
teren Verfolgung dieses Zusammenhanges ist 
das vorliegende Büchlein gewidmet. Es er- 


geben sich einige hübsche Beziehungen zur 
elementaren Algebra, z.B. zum Sturmschen 
Salze, auch eine zeichnerische Auflösung alge 
braischer Gleichungen nach ihren reellen Wur- 
zeln; hierbei wird aber in praktischer Be- 
ziehung nicht viel gewonnen sein, da diese 
Methode zu wenig genau ist R. Rothe. 


Dipl.-Ing. FELIX GOLDMANN, Assistent 
a. d. Techn. Hochschule München Anlei- 
tung zum Gebrauch des Zweiskalen- 
und Dreiskalen-Rechenschiebers. Mil 
kurzem Anhang über den Elektro-Schieber. Mil 
Ss Abb. im Text. Verlag von R. Oldenbourg, 
München und Berlin 1923. 308. Grundzahl 
scheltel 0,55 Kt. 

Die vorliegende Schrift enthält nichls Neues. 
Früher wurden solche Anleitungen beim Ver- 
kauf eines Rechenschiebers zugegeben. Man 
kommt praklisch auch ohne sie aus. 


R. Rothe 3 

Dr.-Ing Dr. HANS LORENZ, Professor der $ 
Mechanik an der Technischen Hochschule zu 3 
Danzig, Geh. Reg.-Rat. Einführung in die i 
Elemente der höheren Mathematik E 
und Mechanik. Für den Schulgebrauch und R 


zum Selbstunterricht. Mit 126 in den Text »e- 
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druckten Abbildungen. Zweile verbesserte Auf- 
lage. Druck und Verlag von R. Oldenbourg. 
Berlin und München 1923. IV -- 1768. 

Auf dieses Buch soll ausführlicher nur ein- 
vsegangen werden, weil sein Verfasser der als 
Ingenieur und Mechaniker rühmlichst bekannte 
Danziger Professor ist. Denn wenn auch die 
Auswahl des Stoffes den erfahrenen Lehrer 
erkennen läßt das Buch gehört, wenigstens 
hinsichtlich des malhemalischen Hauplteils, 
doch in das Gelach der mathematischen Mär- 
chenbücher, in denen von  Differentialen 
schlechthin als verschwindenden Koordinaten- 
differenzen (8.64) erzählt wird, wo alle Po- 
tenzreihen konvergieren und durch sie be- 
liebige Funktionen dargestellt werden können 
S.83 If.), wo Grenzübergänge ohne weiteres 
vertauscht werden dürfen (z.B.S.85), usw. 
USW. Nun verweist zwar der Verfasser in 
der Vorrede »für eingehendere Studien, ins- 
besondere eine strengere Begründung der vor- 
getragenen Lehren« auf andere Werke. Aber 
abgesehen davon, daß ein Schüler oder junger 
Studierender eine Vorrede nur sellen liest, so 
trifft ein solcher Hinweis auch nicht den Kern 
der Sache. Hier handelt es sich nicht um 
eine mehr oder minder strenge Begründung, 
sondern einfach um Wahrheit oder Märchen. 
Ich fürchte, die Mehrzahl der Leser, für die 
das Buch bestimmt ist, werden doch die Mär- 
chen als bare Münze nehmen, und die anderen, 
die sie erkennen, werden sich vielleicht des 
Kindrucks nicht erwehren können, als ob der 
Verfasser selbst der gefährlichen Macht einiger 
dieser Märchen erlegen sei und sie schließlich 
für Wahrheit hält. 

Indessen im Ernst: es ist wirklich nicht 
einzusehen, weshalb unseren doch im allge- 
meinen denkreifen Primanern jene veralteten, 
abgestandenen und mißverständlichen Dinge 
heute noch vorgeselzt werden, nachdem längst 
alle Zweifel aufgeklärt sind, und der Stoff in 
mehreren guten Schulbüchern so dargestellt ist, 
wie es dem Verständnis der Primaner entspricht 

Auch sonst läßt das vorliegende Buch an 
vielen Stellen die Sorgfalt des Ausdrucks und 
der Darstellung vermissen, die bei mathe- 
malischen Gegenständen unerläßlich ist und 
bei einem für den Schulgebrauch bestimmten 
Buche besonders nolwendig erscheint. Mehr- 
[ach werden die Begriffe der »Unbekannten« 
und der »Veränderlichen« durcheinander ge- 
worfen (S. 1 und 8. 39); auf S. 11 genügt ein 
Punkt der Gleichung einer Geraden, Wieder- 
holt wird von stetigen Kurven gesprochen, 
ohne daß irgendwo eine ausreichende Erklä- 
rung dafür gegeben wird. Man darf auch einen 
lächenstreifen beliebig kleiner Breite nicht 
als Flächenelement, und eine Scheibe oder einen 
zylindrischen Ring beliebig kleiner Dicke nicht 
als Volumenelement bezeichnen, da hierunter 
etwas anderes verstanden werden muß, wenn 
nicht Verwirrung entstehen soll, 

Die vorliegende zweite verbesserte Auflage 
stimmt, soweit ich habe feststellen können, 
mit der ersten vom Jahre 1910 buchstäblich 
überein, auch hinsichtlich der Druckfehler, nur 
daß aui S. 71 ein falsches Ergebnis einer Diffe- 


rentialionsaufgabe richtig gestellt und ein 
zweiles in einer anderen Form dargestellt ist. 
R. Rothe. 330 


Dr. SIEGFRIED VALENTINER, Prof. für 
Physik an der Bergakademie Clausthal. Vek- 
loranalysis. Mit 13Abb.. Dritte, umgear- 
beilele Auflage. Sammlung Göschen. Vereini- 
gung wissensch. Verleger. Berlin und Leip- 
zig 1923. 132 S. 

Das Bändchen ist 1907 neu herausgekommen. 
Die vorliegende dritte Auflage ist gegenüber 
der ersten an Umfang wohl mehr um der 
Kosten als um der Sache willen von 162 
auf 132 Seiten oder fast 19 vH seines ursprüng 
lichen Umfangs gekürzt worden. Der reiche In- 
halt: Außer der elementaren Vektorrechnung 
selbst und Anwendungen auf Mechanik, Po- 
tential- und Elektrizitätstheorie auch ein Ab- 
riß über lineare Vektorfunktionen, Dyaden 
und Tensoren, wird durch eine äußerst knappe, 
stark formale Beweislührung erreicht, Dem 
Standpunkt des Verfassers als Physiker ent- 
sprechend trilt eine, ich möchte sagen, mehr 
pragmatische Form der Darstellung hervor. 
Eine solche auf die unmittelbare praklische 
Verwendung eingerichtete Darbietung der 
Grundlehren der WVektorrechnung ist an sich 
eher ein Vorzug als ein Fehler, sie kann nur 
durch Einseitigkeit des ins Auge gefaßlen Zieles 
zur Schwäche werden. So fehlt denn in der 
Tat den meisten von Physikern geschriebenen 
Lehrbüchern über Vektoranalysis die rechte 
Beziehung zur Geometrie Und gerade der 
erste Teil, welcher die Grundrechnungsregeln 
der Vektoralgebra und -analysis entwickelt 
— eine natürliche Unterteilung dieses beinahe 
die Hälfte des ganzen Umfanges einnehmen- 
den Abschnitts in zwei Kapitel wäre erwünscht 
— läßt jede Anwendung auf analylische und 
Differentialgeomelrie vermissen. Im  Wider- 
spruch hierzu steht dann die vom Verfasser 
vorangestellte, echt geometrische Unterschei- 
scheidung zwischen polaren und axialen Vek- 
toren, gewöhnliche und Pseudoskalaren, ob- 
wohl diese Differenzierung gerichtelter und un- 
gerichteter Größen in dem physikalisch orien- 
tierien Gibbsschen Vektorrechensystem, das 
von Valenliner zugrunde gelegt wird, völlig 
verschwindet. Erst jüngst hat F. Emde in 
einem beachtenswerlen Aufsatz der Zeitschrift 
für Physik (Bd. 12, Heft5 und Bd.16 Ilefl> 
diese Angelegenheit klargelegt. Durch diesen 
Mangel hat die Harmonie des ganzen Werkes 
gelitten. Während im ersten Teil die vektor- 
algebraischen Grundoperationen (Addition, Sub- 
traklion und die beiden Arten der Multipli- 
kalion) aus der Mechanik des starren Körpers 
hervorwachsen, treten nun gegenüber der rein 
formalen  Vektorrechnung die Anwendungen 
fast ganz zurück. Diese, gegliedert nach den 
Gebieten: Potentialtheorie, Hydromechanik und 
Elektrizitätslehre, entsprechend den Potential- 
Solenoidalvektoren und ihrer Verknüpfung. fül- 
len dann den zweiten Teil aus, während im 
dritten Teil die Ableitungen der wichligsten 
Rechenregeln der Alfinoranalysis mit ihren An- 
wendungen abwechseln, 
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An Einzelheiten möchte ich beanstanden: 
Die Definition des Vektors nach M.Abra- 
ham und A. Föppl. »Eine Größe soll Vektor 
senannt werden. wenn die Gesamtheit der 
verschiedenen Werte, die sie annehmen kann, 
in umkehrbar eindeutiger Weise der Gesamt- 
heit der Strecken im Raum zugeordnet wer- 
den kann, die von einem willkürlich gewählten 
Anfangspunkt ausgehen« ist für sich genom- 
men wunzulänglich. Das Entscheidende liegt 
doch in den Verknüpfungsregeln oder Axiomen, 
denen die Vektoren unterworfen sind, also ın 
erster Linie in ihrer geometrischen Addition. 
Deshalb ist auch die Begründung der momen- 
Ianen Winkelgeschwindigkeit des starrren Kör- 
pers als Vektorgröße auf S.62 verfehlt: »Da 
zu ihrer Bestimmung neben der Angabe des 
absoluten Betrages auch die Angabe der Rich- 
tung der Drehachse notwendig sei«. Sie könnte 
wörtlich z.B. auch auf die endlichen Drehungen 
des slarren Körpers übertragen werden, obgleich 
diese zu den Affinoren gehören. Das »rezi- 
proke« WVektortripel hat aus dem schon ein- 
sangs erwähnten Mangel an analylisch-geo- 
melrischen Anwendungen im S1t einen un- 
olüeklichen Platz. Ebenso erscheint mir der 
Hinweis 8.38 auf die linearen Vektorfunk- 
lionen verfrüht: dem Neuling müssen die Be- 
merkungen an dieser Stelle rätselhaft bleiben. 
Die Behandlung des Hamiltonschen Ope- 
rators als symbolischer Vektor dürfte doch 
aus den Andeutungen im 8 27 kaum verstanden 
werden. Auch sind die Formelsysteme desselben 
Paragraphen mit der doppelten Anwendung von 
fr, die aus entsprechenden mit einfachen 7 ver- 
mitlelst Ersatz eines realen Vektors durch den 
sympolischen f-Vektors folgen sollen, nicht 
ganz einwandfrei, z. B. (3) 7 (ra) = grad diva 
ist nichts weiter als eine andere Schreibweise 
desselben Ausdrucks. Die (3) entsprechende 
Formel lautet ganz anders. Endlich die Er- 
klärung (8.109): »Durch den Namen Tensor 
wird daran erinnert, daß, wie die Elastlizitäts- 
theorie lehrt, die Spannungen im elasti- 
schen Körper mit den Normalenrichtungen 
der Flächenelemenlte, auf die die Spannungen 
sich beziehen, in erster Annäherung 
durch eine symmetrische lineare Vektlorfunk- 
tion zusammenhängen« bedeutet eine heillose 
Verwirrung des Hookeschen Elementarge- 
selzes in der Elastizitätstheorie mit dem von 
jeder Hypothese über die Art des Mediums 
unabhängigen Spannungsbegriff! 

Trotz solcher Ausstellungen vermag ich in 
dem besprochenem Werk eine für den An- 
fänger wohl geeignete erste Einführung in die 
Vektorreehnuns und ein namentlich für den 
Physiker brauchbares Hilfsbüchlein zu er- 
blicken. 


Jena Winkelmann. 3513 


Ingenieur VOLLRAT HAPPACH, Aus- 


sleicehsreehnung nach der Methode 


der kleinsten Quadrate. In ihrer An- 
wendung auf Physik, Maschinenbau, Elektro- 
technik und Geodäsie. Teubners Technische 


l.eitlfäden. Band 18. Verlag von B. G. Teub- 
ner. Leipzig und Berlin 1923. 7458. Mit 7 Fig. 


Band 4 
Dieses Büchlein ist aus der Praxis hervor- 
gegangen, für die Praxis geschrieben. Den 
Rahmen bilden 63 Aufgaben, die verschiedenen 
Arbeitsgebielen entlehnt sind; sie erläutern den 
knappen Text, führen gleich in die numerische 
Rechnung ein, zeigen die Lösungen und ihren 
Ansatz und lassen keine vorangegangene theo- 
retische Ableitung ohne Beispiel. Trotz oder 
wegen des geringen Umfanges enthält das 
Heft alles, was dem Manne der Praxis vor- 
kommt. Zunächst wohl für den Ingenieur 
im engeren Sinne gedacht, bildet die Schrift 
eine gute Einführung für den angehenden 
Physiker, Astronomen und Geodälen. Er findet 
die Ausgleichung vermittelnder und bedingter 
Beobachtungen, die Konslantenbestimmung,. und 
in einem Paragraphen wird auf die Ausglei- 
chung periodischer Vorgänge (trigonomelrische 
Reihen) in ihrer einfachen Form hingewiesen, 
ebenfalls mit durchgerechnetem Beispiel. 

Die mathemalischen Ableitungen sind lücken- 
los, klar und kurz gehalten und beschweren 
die Darstellung nicht; der letzte Abschnitt be- 
handelt die Zulässigkeit der Anwendung der 
Meth. d. kl. Qu. und verschweigt nicht ihre 
Willkürlichkeit. An einigen Stellen fallen viel- 
leicht dem Malhematiker schiefe Ausdrücke 
auf, sie tun der Brauchbarkeit des Taschen- 
buches keinen Abbruch. 

Zur Didaktik der Methode der kleinsten 
Quadrate mit den Hilfsmitteln der niederen 
Mathemalik mag in diesem Zusammenhange 
noch hingewiesen werden auf die zu wenig 
beachtete originelle Schrilt von K. Schwe- 
ring, Lehrbuch der kleinsten Quadrate. Frei- 
burg i. B. 1909, Herder. wirtz. 333 


Dr.-Ing. CARLGEIBEL, Ueber dieWasser- 
rückkühlung mit selbstventilieren- 
dem Turmkühler. Forschungsarbeiten auf 
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 242. 
Verlag des Vereines deutscher Ingenieure. Ber- 
lin 1921. 988. 

Der Verfasser hat die Gelegenheit, ausge- 
dehnte und langwierige Versuche an einem 
besonders zu diesem Zweck erbauten Kühler 
auszuführen, in sehr dankenswerter Weise be- 
nützt, um neue Einblicke in die verwickelten 
Verhältnisse der Rückkühlung zu gewinnen 
und diese auch theoretisch zu verwerten. 

Nach einer kritischen Beschreibung der be- 
reits vorhandenen Arbeiten auf diesem Ge- 
biete werden die zu beantwortenden Fragen 
formuliert. Im 2. Abschnitt wird der Ver- 
suchsbau beschrieben, ein kleiner Kühlturm. 
in dem zum Vergleich verschiedene Rieselein- 
bauten und Streudüsen angebracht wurden; 
hier werden auch die zum Teil originellen 
Meßeinrichtungen angegeben. Der 3. Abschnitt 
bringt die Versuchsergebnisse in einer Form. 
die den Einfluß der einzelnen Größen in über- 
sichtlicher Weise zum Ausdruck bringt, im 
vierten Teil werden diese Ergebnisse in analy- 
lische Form gebracht und damit die einzelnen 
linbauarten bei verschiedenen Verhältnissen 
verglichen, wobei manche neue und für die 
Praxis wichtige Bemerkungen gemacht werden. 
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Endlich folgt ein Vergleich mit früheren An- 
sichten, der mancherlei Unrichtigkeit aufdeckt, 
ferner ein wirtschaftlich bedeutungsvoller Ab- 
schnitt über die günstigste Wahl der Gattung 
und Größe des Kühlers. 









Die Arbeit kann als Muster an Gründlich- 
keit in der Behandlung einer verwickelten 
technischen Aufgabe, der man rein theoretisch 
nicht beikommen kann, angesehen werden. 


K. Körner. 


NACHRICHTEN 


August Föppl f. Kurz vor Redaktions- 
schluß trifft die Nachricht ein, daß das Mit- 
sljied unserer Schriftleitung Herr Geh. Hofrat 
und Professor an der Technischen Hochschule 
in München, August Föppl im 71. Lebens- 
jahr verschieden ist. Eine Würdigung der 
Bedeutung und der Verdiensle dieses ausge- 
zeichneten Vertreters der technischen Mechanik 
soll iim nächsten Heft erfolgen. 


Karl Wieghardt F. Am 11. Juni ist in 
Dresden der ordentliche Professor für tech- 
nische Mechanik in der allgemeinen Abtei- 
lung der Technischen Hochschule, Dr. Karl 
Wieghardt, einem Herzleiden erlegen. In 
ihm verlieren die Technische Hochschule einen 
bewährten Lehrer, die Wissenschaft einen be- 
deutenden Forscher, die Dresdener Kollegen 
sowohl wie die vielen auswärtigen Fachge- 
nossen, die ihm persönlich nahestanden, einen 
Ireuen Freund, unsere Zeitschrift einen ge- 
schätzten Mitarbeiter, 

Karl Wieghardt wurde am 21. Juni 1874 
zu Bergeborbeck bei Essen geboren, wo sein 
Vater Leiter einer Maschinenfabrik war; hier 
hat er nach Abschluß seiner Schulzeit prak- 
Iisch gearbeitet, um sich dann auf Wunsch 
seines Vaters dem Studium des Maschinen- 
baues an der Technischen Hochschule in Han- 
nover zuzuwenden. Er neigle jedoch stark zur 
Mathemalik und den Naturwissenschaften, 
denen er sich auch endgültig widmete, als 
er im Herbst 1897 nach Göttingen über- 
siedelte. Hier stand sein Studium in erster 
Linie unter dem Einflusse von Felix Klein, 
wie seine ersten Arbeilen bezeugen, die zum 
Teil mit Klein zusammen verfaßt sind und 
auf Kleinschen Gedanken aufbauen. Nach 
der Promotion (1905) in Göltingen und einer 
zweijährigen Privatdozentenzeit (19014 bis 1906) 
in Aachen, wurde Wieghardt zuerst. als 
Extraordinarius nach Braunschweig, dann 
1907) als ordentlicher Professor für tech- 
nische Mechanik nach Hannover berufen, von 
wo er (1913) nach Wien ging. In Dresden 
wirkte er seit 1920, doch nötigte ihn schon 
zwei Jahre später sein Herzleiden, seine Vor- 
lesungen einzuschränken und schließlich auf- 
zugeben. 

Aus dem Gesamtgebiele der technischen Me- 
chanik, dem seine Lehrtätigkeit galt, sind 
Wieghardts Arbeiten zumeist der Fach- 
werkstalik und der  Elastizitätstheorie ge- 
widmet. 

Diese Arbeilen behandeln teils prinzipielle 
Fragen, zum größeren Teile aber praklische 
Probleme der Ingenieurmechanik. Von den 
ersteren möchte ich als ganz besonders eigen- 


arlig die Arbeit: »Ueber einen Grenzüber- 
gang der Elastizitätslehre und seine Anwen- 
dung auf die Statik hochgradig unbestimmter 
Fachwerke« nennen, in der gezeigt wird, daß 
der Spannungszustand in einem aus lauter 
gleichseiligen Dreiecken zusammengesetzten, 
ebenen Fachwerke in den Spannungszustand 
einer ebenen Platte übergeht, wenn man bei 
abnehmender Länge ihrer Seiten die Zahl 
der Dreiecke ins unendliche wachsen läßt. 
Diese Untersuchung ist ein Vorläufer dem Me- 
thoden, die uns heute aus der Lehre der 
linearen Gleichungen von unendlich vielen 
Variabeln bezw. der Integralgleichungen ge- 
läufig sind, und als solche von besonderem 
Interesse. 

Es scheint mir aber, daß die charakteristische 
Eigenart der wissenschaftlichen Tätigkeit 
Wieghardts in den Arbeiten über prak- 
tische Probleme der Statik und Festigkeits- 
lehre noch mehr in Erscheinung tritt, als in 
den erstgenannten. Zunächst befähigt ihn 
hier sein großes mathematisches Wissen, die 
theoretische Seite der Probleme einer er- 
schöpfenden Lösung zuzuführen. Darüber hin- 
aus wird er den Bedürfnissen der rechnenden 
Praxis dadurch gerecht, daß er seine Lö- 
sungen bis zur numerischen Behandlung durch- 
führt, indem er über die Anforderungen der 
reinen Mathematik hinaus seine Ergebnisse 
nicht nur durch konvergente, sondern auch 
ausrechenbare Prozesse darstellt. (Vergl. z.B. 
»Ueber einige wirklich durchführbare An- 
sälze zur Berechnung von Spannungszuständen 
des elastischen Kreisringes«.) Zum dritten be- 
merken wir stets das Bestreben, die Nähe- 
rungsannahmen, mit denen der Ingenieur seine 
Rechnungen vereinfacht, einerseits einer Kri- 
tik zu unterziehen, andererseits auch da, wo 
sie im allgemeinen Falle als nicht zutreffend 
nachgewiesen werden, sie insofern zu recht- 
ferligen, als ihre approximaltive Gültigkeit für 
die praklisch wichtigen Fälle untersucht, d.h. 
ihr Fehler abgeschätzt wird. — Wenn den 
Mathematiker hier die Exaktheit der Kritik 
erfreut, so wird den Ingenieur die Ehren- 
retlung seiner »falschen« Hilfsvorstellungen be- 
friedigen. Diese vermittelnde Stellung zwi- 
schen der mathemalischen Strenge und der 
rechnenden Praxis ist ein charakteristisches 
Hauptverdienst der Wieghardtschen Arbei- 
ten. Wir finden deshalb Wieghardt auch 
als den berufenen Referenten für die speziel- 
leren Ausführungen zur Theorie der Baukon- 
struklionen in der Enzyklopädie der mathema- 
tischen Wissenschaften (IV. Bd., 2, 2, Heft 5). 

Wenn die Wissenschaft mit dem Tode Wieg- 
hardis den Verlust eines jener wenigen be- 
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Irauert, bei denen eine genaue Kenntnis der 
Ingenieurmechanik und ihrer Bedürfnisse mit 
einer umfassenden Kenntnis der Mathematik 

auch ihrer dem angewandten Mathematiker 
weniger nahe liegenden Gebiete Hand in 

Hand ging: so gesellt sich hierzu bei den 

lachgenossen noch der Schmerz um den vor- 

trelflichen Menschen. Das Andenken an die- 
sen klugen, allseilig gebildeten und von Her- 
zen güligen Mann wird allen denen, die ihm 
nahe standen, über das schmerzliche Gefühl 
des Verlustes hinweg eine erhebende und Ireu- 
dige Erinnerung bleiben. 

Verzeichnis der Wieghardtschen Arbeiten 
soweit mir bekannt geworden 

I. Ueber die Stalik ebener Fachwerke mit 

schlaffen Stäben. (öltingen 

1903. 

2. F. Klein und K.Wieghardt, Ueber 
Spannungsfllächen und reziproke Diagram- 
me, mit besonderer Berücksichtigung der 
Maxwellschen Arbeiten. 
Math. u. Phys. III. Reihe, Bd. 8, 1904. 
1. Heft, S. 1. 

3. Ueber einen Grenzübergang der Elastizi- 
tätstheorie und seine Anwendung auf die 
Sta'ik hochgradig unbestimmiter Fachwerke. 
Verhandlungen des Vereins zur Beförde- 
rung des Gewerbefleißes, Berlin 1906. 

I. Ueber die Nebenspannungen gewisser hoch- 
gradig statisch unbestimmter Fachwerke 
Zeitschrift für Math. u. Phvs Bd. 53. 
1906, S. 113. 

>. Ueber das Spalten und Zerreißen elasti- 
scher Körper, ebenda. Bd. 55. 1907, 8. 60 

6. Ueber Spannungsverteilungen in Balken aus 

Kisenbeton, ebenda. Bi1.56. 1908, S. 119 

Ueber ein neues Verfahren, verwickelte 

Spannungsverleilungen in e’astischen Kör- 

pern auf experimentellem Wege zu finden. 

Zeitschrift des Vereins Deutscher Inge- 

nieure, 1905 und 1906. 

8. Theorie der Baukonstruktionen II. Spe- 
ziellere Ausführungen. Enzyklopädie der 
math. Wissensch. IV. Bd., 2, 2, Heft 5. 


Disserlation 


_ 


%. Ueber einige wirklich durchführbare An- 
sälze zur Berechnung von Spannungszu- 
ständen des elastischen Kreisringes. Sit- 
zungsberichte der Wiener Akademie, Math 
naturw. Klasse, Abt. IITA, Bd. 124. Heft 10, 
Wien 1915. 

10. Ueber einige einfache, aber wenig be- 
kannte Sätze aus der Fachwerkstatik, 
Archiv der Math. u. Phys. III. Reihe, 
Bd. 23, Heft 4, S. 308 und Bd. 24, Heft 1, 
S. 24, 1915. 

11. Ueber den Balken auf nachgiebiger Un- 
terlage, diese Zeitschr. Bd. 2, 1922, Heft 3, 
S. 169. 

Dresden. E. Trefftz. 436 
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Mechanik-Kongreß in Zürich. Zu der in 
Heft 3, S. 276 gebrachten Nachricht ist nach- 
zutrasen. daß auch Herr Prof. Meißner- 
Zürich dem Komitee angehört, das die Vor- 
arbeiten für den nächsten internationalen Kon- 
oreß in Zürich übernommen hat. 


Herbstversammlung in Innsbruck S$ep- 
tember 1924. Im Rahmen der 88. Versamm- 
lung deutscher Naturforscher und Aerzte fin- 
det in der dritten Septemberwoche die Jah- 
resversammlung der Gesellschaft für ange- 
wandte Mathematik und Mechanik« statt. Bis- 
her sind folgende Vorträge angemeldet: 

II. Alt-Dresden: 
Fragestellungen über die Totlagen des Ge- 
lenkviereckes, 

FE. Böhmer-PDresden: Ueber die Axiome der 
Wahrscheinlichkeilsrechnung. 

P. Funk-Prag: Thema vorbehalten. 

W. Lorev-Leipzig: Was versteht man unter 
malhematlischer Statistik ? 

R. Mehmke-Stultsart: Ueber neue AÄnwen- 
dungen von Brauers  logarithmischem 
Zirkel. 

E. Melan-Prag: Anwendung partieller Dif- 
ferenzengleichunsen zur Berechnung hoch- 
sradig statisch unbestimmter Systeme. 

u Pollaczek-Geiringer-Berlin: Fin 

Problem 


Einige technisch wichtige 


wahrscheinlichkeitstheoretisches 
der Strahlung. 

FE. Schwerin-Berlin: Die Stabilität rotieren- 
der, axial belasteter Wellen. 

P. Riebesell-Hamburg: Die Bedeutung der 
mathemalischen Statistik für neuere For- 
men der Feuerversicherung. 

H. Wasener-Berlin Ueber die 


des Tragflügelauftriebes. 


Entstehung 


Die Vorträge werden auf drei Sitzungen, 
die Donnerstag, den 25. September, nachm. 
und Freitag. den 26. September, vorm. und 
nachm. stattfinden, verteilt. Diese drei Sitzun- 
oen sind gemeinsam mit der Sektion 1 des 
Naturforschertlases und mit der Jahresver- 
sammlung der deutschen Matlhematikervereini- 
sung. Ueber alle Einzelheiten gibt das Pro- 
sramm näher Aufschluß,. das diesem Heft 
vorangestellt ist und an alle Mitglieder versandt 
wird 

Die Geschäftssilzung der Gesellschaft für an- 
oewandte Mathematik und Mechanik ist für 
Donnerstag abend anberaumt. 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik, Entsprechend den Beschlüssen 
der Marburger llauptversammlung wurde Dr. 
O0. Mader, vom Forschungsinstitut Prof. 
Junkers in Dessau, in den wissenschaft- 
lichen Ausschuß kooptiert. 452 


(Redaktionsschluß 31. August 1924.) 
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